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РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ КИНЕМАТИКИ ДЛЯ МАНИПУЛЯТОРА        

ИНВАЛИДНОГО КРЕСЛА 

 
Аннотация: Создание манипулятора для погрузки и выгрузки инвалидного кресла в/из багажника 

автомобиля является важным проектом, который направлен на обеспечение водителя-инвалида свобо-

дой перемещения без посторонней помощи. Для реализации проекта уже решено ряд важных задач, 

включая разработку конструкции манипулятора, создание кинематической схемы, решение прямой 

расширенной задачи кинематики. В данной работе будет рассмотрено оптимальное по быстродей-

ствию решение обратной задачи кинематики. Цель: решение обратной задачи кинематики специально-

го шестизвенного манипулятора, позволяющее найти оптимальные по быстродействию законы управ-

ления с соблюдением необходимых ограничений для обеспечения движения кресла манипулятора по 

назначенной траектории в абсолютном пространстве, связанным с автомобилем. Методы: Обратная 

задача кинематики решается с помощью построения матрицы Якоби [1] с получением векторов мини-

мальной нормы. Результаты: Результатом решения являются оптимальные с точки зрения быстро-

действия зависимости, обеспечивающие выдвижение манипулятора. Практическая значимость: По-

лученные результаты будут использоваться для управления приводами, для обеспечения движения крес-

ла манипулятора по назначенной траектории с учетом ограничений и с заданным угловым положением 

в абсолютном пространстве, связанным с автомобилем. 
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дача кинематики, матрица Якоби. 
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SOLUTION OF INVERSE KINEMATICS FOR WHEELCHAIR MANIPULATOR 

 
Аnnotation: Creating a manipulator for loading and unloading a wheelchair into/from the trunk of a car 

is an important project, which aims to provide the disabled driver with freedom of movement without assistance. 

A number of important tasks have already been solved for the realization of the project, including the develop-

ment of the design of the manipulator, the creation of a kinematic scheme, the solution of a direct extended prob-

lem of kinematics. In this work we will consider the optimal solution of the inverse kinematics problem which is 

optimal in terms of performance. Objective: to solve the inverse problem of the kinematics of a specific six-wheel 

manipulator, allowing to find the optimal laws of control in terms of speed and compliance with necessary limi-

tations to ensure movement of the manipulator's seat along the assigned trajectory in absolute space, associated 

with the car. Methods: The inverse kinematics problem is solved by the Jacobi method [1] with obtaining of vec-

tors of minimal norm. Result: The problem is solved stepwise. The desired trajectory is divided into 2 time steps. 

The first step up to the sixteenth second is a technical extension of the manipulator from the luggage compart-

ment, bending around the car body. The second stage from the 16th second - linear advancement to the driver's 

seat by the shortest trajectory. Practical Significance: The results will be used to control the drives, to ensure the 

motion of the armchair by the assigned trajectory, taking into account the limitations and with a given angular 

position in the absolute space associated with the car. 

Key words: manipulator, wheelchair, kinematic relations, inverse kinematics problem, Jacobi matrix. 

 

Введение 

Научная работа по созданию манипулятора для погрузки-выгрузки инвалидного 

кресла в/из багажника автомобиля водителя-инвалида достаточно востребована, т.к. 

позволяет водителю с ограниченными возможностями и пользующегося инвалидной 

коляской без посторонней помощи получить свободу в перемещении. Особенно это 

важно для отечественных водителей-инвалидов, поскольку такие системы в РФ не вы-

пускаются, а зарубежный заказ требует cлишком больших средств. 



В ходе работы [2] над манипулятором были сформированы кинематические соот-

ношения, решена прямая расширенная задача кинематики, определяющая угловую ори-

ентацию и положение манипулятора в зависимости от срабатывания его приводов, 

сформированы зависимости углов присоединенных переменных и линейных силовых 

приводов. 

Данная работа направлена на поиск оптимальных по быстродействию законов 

управления силовыми приводами для обеспечения движения манипулятора по задан-

ной, требуемой траектории. Решение этой задачи позволит с максимально возможной 

скоростью выдвигать и задвигать манипулятор, с учетом пространственных ограниче-

ний. 

Решению обратной задачи кинематики многозвенного манипулятора посвящены 

множество публикаций, затрагивающие различные методы [3-5]. Настоящая работа по-

священа решению обратной задачи кинематики с использованием матрицы Якоби.  

Решение обратной задачи кинематики производится путем текущей линеаризации 

зависимостей вектора сдвига (1) шестой системы координат манипулятора (риc. 1) от-

носительно абсолютной системы координат: 

 

 

Рис.1. Манипулятор инвалидного кресла в разложенном виде 



Зависимости вектора сдвига в нелинеаризованном виде [2]: 
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; 

 2 4c  — положение штока линейного привода в м. 

 Для линеаризации зависимостей (1) была сформирована матрица Якоби: 
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где:  1 2J , J  — матрица Якоби; 
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части матрицы Якоби;  
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1 2 3 4c c c     — вектор с приращениями управлений; 

 
т

6 6 6Px Py Pz    — вектор приращения координат заданной траектории. Иско-

мыми переменными являются приращения 3 4c , c  , обеспечивающие оптимальное с 

точки зрения быстродействия выдвижение манипулятора по заданной траекторий.  



Формирование траектории движения манипулятора 

Решение обратной задачи кинематики начинается с построения требуемой траек-

тории (3-5) движения манипулятора. Траектория построена с использованием вирту-

альной модели, созданной в среде автоматизированного проектирования SolidWorks с 

учетом кинематических ограничений конструкции. Траектория движения представлена 

на рисунке 2. 

Рис.2. Требуемая траектория движения манипулятора по осям 
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(5) 

Текущая траектория разбита на два этапа: первый этап с нулевой по шестнадца-

тую секунду обеспечивает выгрузку манипулятора из багажного отсека с учетом кине-

матических ограничений. Второй этап с шестнадцатой по тридцатую секунду – линей-

ное перемещение инвалидного кресла к области водительского сиденья.  



 

Решение обратной задачи кинематики с использованием матрицы Якоби 

Методы оптимизации в системах автоматического управления (САУ) позволяют 

найти наилучшее решение для заданной задачи управления при определенных ограни-

чениях. Наиболее распространенные методы оптимального управления САУ включают 

в себя: метод оптимального управления на основе принципа максимума Понтрягина 

[6], методы линейного и нелинейного программирования [7], однако их применение 

затруднено в силу значительной нелинейности модели объекта управления. На трудно-

сти решения задач оптимизации движения манипуляторов также указывают ряд авто-

ров, например [8,9]. 

Решение обратной задачи кинематики производилось путем текущей линеариза-

ции зависимостей (1). Данный подход выбран в связи с тем, что линеаризованная мо-

дель позволяет производить работу со сложными зависимостями. Из уравнения (2) по-

лучим: 
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где: 1 2J , J  — составные части матрицы Якоби, состоящие из следующих элементов 

(ниже приведены следующие обозначения:  1, 2c cos 1 2     ;  1, 2s sin 1 2    ; 

 3,4,5,6s sin 3 4 5 6        ): 
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Искомые переменные, которые обеспечивают оптимальное быстродействие при 

движении манипулятора по заданной траектории, являются приращениями зависимо-

стей 3 4c , c  . Из полученных приращений были сформированы  аппроксимационные 

зависимости 3 4c ,c (8,9), а выражения 21,c (10,11) явно заданы и обеспечивают выход 

манипулятора из багажного отсека и обход его боковых стоек. Однако, выражения 

3 4c ,c были скорректированы в связи с техническими ограничениями конструкции ма-

нипулятора. 

Аппроксимация и корректировка зависимостей 3 4c ,c  

Полученные значения 3c  с нулевой по пятую секунду принимают значения боль-

ше 0.356 м. Однако, максимальный выбег штока линейного привода составляет 0.356 м. 

Для формирования кинематически реализуемой зависимости движения штока линейно-

го привода примем значения 3c  с нулевой по пятую секунду равными 0.356 м и пере-

считаем значения 4c  c помощью алгоритма численного решения.  



Отредактированные данные были аппроксимированы и представленные на рисун-

ке 3: 

Рис.3. Аппроксимированные зависимости  3, 4с c  
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Верификация 

 Зависимости (8-11) были подставлены в вектор сдвига 6-ой системы координат 

(1). Результаты подстановки показывают, что искомые выражения обеспечивают дви-

жение манипулятора по заданной траектории (3-5) и представлены на рисунке 4. 

 

 
Рис.4. Графики заданной траектории (3-5) и движения 6-ой СК манипулятора.



 

Оптимизация траектории 

Полученные зависимости (8-11) обеспечивают движение по заданной траектории, 

но также требуют корректировки с учетом реальной скорости движения силовых при-

водов. 

Согласно технической документации, максимальная угловая скорость мотор – ре-

дуктора составляет 6 град/сек, максимальная скорость линейного привода под нагруз-

кой составляет 4.5 мм/сек. Скорректированные зависимости с учётом максимальной 

скорости движения силовых приводов имеют следующий вид: 
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Заключение 

При решении обратной задачи кинематики были получены оптимальные с точки 

зрения быстродействия соотношения (12-15), обеспечивающие движение манипулятора 

по заранее заданной, требуемой траектории (3-5) c учетом пространственных ограниче-

ний. 

Таким образом, использование метода на основе матрицы Якоби для решения об-

ратной задачи кинематики позволяет оптимизировать движение манипулятора, обеспе-

чивая его эффективное и быстрое раскладывание и уборку. Этот подход имеет важное 

практическое значение для создания автоматических автомобильных манипуляторов, 

способных облегчить перемещение инвалидных кресел и обеспечить водителям-

инвалидам независимость и свободу перемещения. 
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