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ПРИЛОЖЕНИЯ ЭЙЛЕРОВЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
 

Аннотация. Данная статья посвящена  эйлеровым интегралам первого и второго рода, так же 
известные как гамма и бета функции, которые широко используются в различных областях математики и 
физики. В этой статье рассматриваются основные свойства этих интегралов и их применение в науке, а 
также рассматриваются конкретные задачи, которые можно решить с помощью эйлеровых интегралов 
первого и второго рода. Отметим, что применение эйлеровых интегралов может существенно упростить 
вычисление определенных интегралов, в том числе несобственных. А также решить поставленную задачу в 
случае, если для подинтегральной функции первообразная не может быть найдена в конечном виде. Благодаря 
своим свойствам, эйлеровы интегралы первого и второго рода являются мощным инструментом для анализа и 
решения различных математических и физических задач. Поэтому исследование свойств эйлеровых интегралов 
полезно всем, кто интересуется математикой и возможностями применения их не только в математике, но и 
при решении прикладных задач.   
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APPLICATIONS OF EULERIAN INTEGRALS 
 

Abstract. This article is devoted to eulerian integrals of the first and second kind, also known as gamma and beta 
functions, which are widely used in various fields of mathematics and physics. This article discusses the main properties 
of these integrals and their application in science, and also discusses specific problems that can be solved using eulerian 
integrals of the first and second kind. Note that the use of eulerian integrals can significantly simplify the calculation of 
certain integrals, including improper ones. And also to solve the problem in the event that for a subintegral function, the 
primitive cannot be found in the final form. Due to their properties, eulerian integrals of the first and second kind are a 
powerful tool for analyzing and solving various mathematical and physical problems. Therefore, the study of the 
properties of eulerian integrals is useful to anyone who is interested in mathematics and the possibilities of using them 
not only in mathematics, but also in solving applied problems. 

Keywords: beta function, gamma function, eulerian integrals, elliptic functions, modeling of phenomena, Bessel 
functions, elliptic differential equations. 

 
Введение 
Эйлеровы интегралы первого и второго рода - это хорошо известные интегралы, которые 

возникли в работах Леонарда Эйлера в 18 веке. Они имеют множество свойств, которые 
делают их полезными для решения различных задач в математике, физике и инженерии. Оба 
интеграла имеют множество интересных свойств [1], [2], [3]. К примеру, Эйлеров интеграл 
первого рода связан с эллиптическими функциями и используется в анализе эллиптических 
дифференциальных уравнений [4], [5], [6]. Эйлеров интеграл второго рода может быть 
использован для решения задач теории вероятности, статистики и теории случайных 
процессов; при анализе поведения функций вблизи точек разрыва. Эйлеровы интегралы 
находят применение в расчетах траекторий частиц в электромагнитном поле; при решении 
уравнений квантовой механики и статистической физики; при моделировании явлений; в 
расчетах длины дуги и решении уравнений электродинамики. Они также используются в 
инженерии, например, в расчетах прочности материалов и конструкций. Эти интегралы были 
изучены многими математиками и получили различные обобщения и расширения. В данной 
статье мы рассмотрим основные свойства и применения Эйлеровых интегралов первого и 
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второго рода. А так же покажем, возможности их использования при решении различных 
задач в математике и ее приложениях. 

  
Эйлеровы интегралы 
Эйлеровы интегралы первого и второго рода (гамма и бета функции) являются одними 

из наиболее распространённых интегралов, которые возникают во многих областях науки и 
техники.   

Эйлеров интеграл первого рода 
Эйлеров интеграл первого рода (бета-функция Эйлера) – интеграл вида  

𝐵𝐵(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = �𝑥𝑥𝑝𝑝−1(1 − 𝑥𝑥)𝑞𝑞−1𝑑𝑑𝑥𝑥,
1

0

 где 𝑝𝑝 > 0, 𝑞𝑞 > 0, (1.1) 

или в другой форме 

  𝐵𝐵(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = �
𝑥𝑥𝑝𝑝−1

(1 + 𝑥𝑥)𝑝𝑝+𝑞𝑞 𝑑𝑑𝑥𝑥.
∞

0

(1.1′) 

 
Он представляет собой функцию двух переменных 𝑝𝑝 и 𝑞𝑞, где 𝑝𝑝 и 𝑞𝑞 – параметры 

интеграла, график функции представлен на рис.1. 
Интеграл (1.1) сходится при 𝑝𝑝 > 0, 𝑞𝑞 > 0 и расходится при 𝑝𝑝 ≤ 0  

или  𝑞𝑞 ≤ 0. Отметим свойство симметричности бета-функции относительно своих 
аргументов: 

𝐵𝐵(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝐵𝐵(𝑝𝑝, 𝑞𝑞). (1.2) 
 

Бета-функция связана с гамма-функцией формулой 
 

𝐵𝐵(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) =
Г(𝑝𝑝)Г(𝑞𝑞)
Г(𝑝𝑝 + 𝑞𝑞) . (1.3) 

 
Отметим интересное свойство бета-функции (см. 1.2): 
 

𝐵𝐵(𝑝𝑝, 1 − 𝑝𝑝) = Г(𝑝𝑝)Г(1 − 𝑝𝑝). (1.4) 
 
 

  

Рис. 1. Графическое изображение бета-функции Рис. 2. График модуля гамма-функции 
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Эйлеров интеграл второго рода 
Эйлеров интеграл второго рода (гамма-функция Эйлера) – интеграл вида 

Г(𝑝𝑝) = � 𝑥𝑥𝑝𝑝−1𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥
∞

0
,     𝑝𝑝 > 0. (2.1) 

Заметим, что  Г(1) = � 𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 = 1 −  сходящийся несобственный первого рода
∞

0

 

В общем случае во множестве комплексных чисел гамма-функция определяется 
следующим образом: 

Г(𝑝𝑝) = � 𝑥𝑥𝑝𝑝−1𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥,     𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝 > 0
∞

0

. (2.1′) 

 
Интеграл (2.1) сходится  при 𝑝𝑝 > 0 и расходится при 𝑝𝑝 ≤ 0. Интеграл (2.1’) сходится 

при 𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝 > 0, график модуля функции Г(𝑝𝑝)  при  𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝 > 0 представлен на рис.2. Здесь мы в 
основном будем рассматривать эйлеров интеграл вида (2.1). 

Гамма-функция непрерывна в области 𝑝𝑝 > 0 и имеет в ней производные любого порядка, 
которые можно найти, используя дифференцирование под знаком интеграла: 

Г (𝑘𝑘)(𝑝𝑝) = � 𝑥𝑥𝑝𝑝−1(ln 𝑥𝑥)𝑘𝑘𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥.
∞

0
(2.2) 

Как следствие формулы (2.1) получим обобщение гамма-функции 

� 𝑥𝑥𝑝𝑝−1𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 =
Г(𝑝𝑝)
𝑎𝑎𝑝𝑝

∞

0

. (2.3) 

Если 𝑝𝑝 > 0, то справедлива формула понижения 
Г(𝑝𝑝 + 1) = 𝑝𝑝 ∙ Г(𝑝𝑝). (2.4) 

Это свойство можно использовать для вычисления значений гамма-функции Эйлера для 
целых 𝑝𝑝 и, в частности, для вычисления факториала для натуральных 𝑛𝑛: 

Г(1) = 1;   Г(𝑛𝑛 + 1) = 𝑛𝑛Г(𝑛𝑛),   Г(𝑛𝑛 + 1) =  𝑛𝑛! (2.5) 
Гамма-функция в общем случае обобщает понятие факториала при 0 < 𝑝𝑝 < 1.  
Можно показать справедливость формулы дополнения: 

𝐵𝐵(𝑝𝑝, 1 − 𝑝𝑝) = Г(𝑝𝑝)Г(1 − 𝑝𝑝) =
𝜋𝜋

sin(𝜋𝜋𝑝𝑝) , (2.6) 

Из формулы (2.6) при  𝑝𝑝 = 1
2
,  что  

Г2 �
1
2�

= 𝜋𝜋   Г �
1
2�

= √𝜋𝜋. (2.8) 

Отметим еще один интересный факт, позволяющий использование эйлеровых 
интегралов при интегрировании: 𝑝𝑝 > 0 и 𝑞𝑞 > 0 справедлива формула 

� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑝𝑝−1𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑞𝑞−1𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
Г �𝑝𝑝2� Г �

𝑞𝑞
2�

2Г �𝑝𝑝 + 𝑞𝑞
2 �

=
1
2
𝐵𝐵 �

𝑝𝑝
2

,
𝑞𝑞
2
� . (2.9) 

Эта формула может быть получена преобразованием входящего в нее интеграла 
следующей подстановкой:  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥 = √𝑡𝑡,   𝑡𝑡 ≥ 0;   𝑥𝑥 = 0  => 𝑡𝑡 = 0;  𝑥𝑥 =
𝜋𝜋
2

  => 𝑡𝑡 = 1; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 = �1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑥𝑥 = √1 − 𝑡𝑡; 

𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛√𝑡𝑡;   𝑑𝑑𝑥𝑥 =
1

√1 − 𝑡𝑡
∙

1
2√𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑡𝑡.  

Тогда          𝐼𝐼 =
1
2
�𝑡𝑡

𝑝𝑝−1
2 ∙ (1 − 𝑡𝑡)

𝑞𝑞−1
2 ∙ 𝑡𝑡−

1
2(1 − 𝑡𝑡)−

1
2𝑑𝑑𝑡𝑡 =

1
2

1

0

� 𝑡𝑡
𝑝𝑝
2−1(1 − 𝑡𝑡)

𝑞𝑞
2−1𝑑𝑑𝑡𝑡 =

1
2
𝐵𝐵 �

𝑝𝑝
2

;
𝑞𝑞
2
�

1

0

. 
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Стало быть, формула (2.9) доказана.  

Отличия эйлеровых интегралов первого и второго рода 
Бета-функция и гамма-функция интересные специальные функции, которые широко 

используются в математике, физике и ее приложениях. 
1. Бета-функция определена для положительных вещественных чисел 𝑝𝑝 и 𝑞𝑞, тогда 

как гамма-функция определена на множестве комплексных чисел 𝑝𝑝 с положительной 
вещественной частью. 

2. Значения бета-функции всегда положительны, тогда как значения гамма-
функции могут быть как положительными, так и отрицательными (в общем случае 
комплекснозначные). 

3. Бета-функция является симметричной относительно своих параметров, тогда 
как гамма-функция не обладает свойством симметрии. 

 
Уравнение Бесселя и эйлеровы интегралы  
Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение второго порядка 
 

𝑥𝑥2𝑍𝑍′′(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑍𝑍′(𝑥𝑥) + (𝑥𝑥2 − 𝑣𝑣2)𝑍𝑍(𝑥𝑥) = 0, (4.1) 

где 𝑥𝑥 – действительная переменная; 𝑍𝑍 = 𝑍𝑍(𝑥𝑥) – действительная функция от 𝑥𝑥; 𝑣𝑣 – 
вещественное число. Его общее решение представляется формулой:  

𝑍𝑍(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶1𝑍𝑍1(𝑥𝑥) + 𝐶𝐶2𝑍𝑍2(𝑥𝑥), (4.2) 

где 𝐶𝐶1  и  𝐶𝐶2  – произвольные постоянные, 𝑍𝑍1(𝑥𝑥) и 𝑍𝑍2(𝑥𝑥) – частные линейно-независимые  
решения уравнения (4.1). 

Для линейного дифференциального уравнения (4.1) с переменными коэффициентами нет 
общего аналитического способа интегрирования. Частные решения уравнения (4.1) можно 
определить, используя теорию степенных рядов. 

Учитывая вид уравнения (4.1), одно из частных решений можно представить 
обобщенным степенным рядом: 

𝑍𝑍1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝛼𝛼�𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘 ,
∞

𝑘𝑘=0

(4.3) 

где  𝛼𝛼   и   𝑎𝑎𝑘𝑘 подлежат определению.  

Дифференцируя (4.3) два раза по 𝑥𝑥 и подставляя в (4.1), для нахождения 𝛼𝛼  и  𝑎𝑎𝑘𝑘 получим 
бесконечную систему  

(𝛼𝛼2 − 𝑣𝑣2)𝑎𝑎0 = 0,
[(𝛼𝛼 − 1)2 − 𝑣𝑣2]𝑎𝑎1 = 0,… … … … … … … … … … … ,

[(𝛼𝛼 + 𝑛𝑛)2 − 𝑣𝑣2]𝑎𝑎𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑛𝑛−2 = 0,
… … … … … … … … … … … …   .

(4.4) 

При 𝑎𝑎0 ≠ 0 решаем систему (4.4) относительно постоянных  𝛼𝛼  и  𝑎𝑎0 , получим: 

𝛼𝛼 = ±𝑣𝑣; (4.5) 

𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎5 = ⋯ = 𝑎𝑎2𝑘𝑘+1 = 0; (4.6) 

𝑎𝑎2𝑘𝑘 =
(−1)𝑘𝑘𝑎𝑎0

𝑘𝑘! 22𝑘𝑘(𝑣𝑣 + 1)(𝑣𝑣 + 2) … (𝑣𝑣 + 𝑘𝑘) . (4.7) 

Искомое частное решение имеет вид: 
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𝑍𝑍(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0�(−1)𝑘𝑘
𝑥𝑥2𝑘𝑘+𝑣𝑣

𝑘𝑘! 22𝑘𝑘(𝑣𝑣 + 1)(𝑣𝑣 + 2) … (𝑣𝑣 + 𝑘𝑘) ,
∞

𝑘𝑘=0

(4.8) 

где  𝑎𝑎0  – произвольная постоянная, напрямую связанная с гамма-функцией. 

В целях рационализации для табулирования ряда (4.8) Бесселем была введена 
постоянная 𝑎𝑎0 вида 

𝑎𝑎0 =
1

2𝑣𝑣Г(𝑣𝑣 + 1) , (4.9) 

где 𝑣𝑣 – индекс уравнения, а Г(𝑣𝑣 + 1) – гамма функция.  

 

Использование эйлеровых интегралов  
Примеры применения эйлеровых интегралов в математике 
В математике эйлеровы интегралы первого и второго рода могут помочь с нахождением 

интегралов, намного упрощая в техническом плане традиционные приемы вычисления. Стоит 
отметить, что существуют интегралы, в том числе и несобственные, в которых первообразная 
подинтегральной функции не берется в конечном виде. В этом случае хороший результат дает 
использование гамма и бета функций.   

Рассмотрим несколько примеров, где наглядно показано как эйлеровы интегралы 
первого и второго рода упрощают вычисление определенных интегралов.  

𝟏𝟏.      𝐼𝐼 = � cos6 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥.

𝜋𝜋
2

0

 

В интегральном исчислении функции одной переменной традиционно используют 
формулы понижения степени 

cos2 𝑥𝑥 =
1
2

(1 + cos 2𝑥𝑥): 

𝐼𝐼 =
1
8
�(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝑥𝑥)3𝑑𝑑𝑥𝑥;

𝜋𝜋
2

0

 

𝐼𝐼 =
1
8
�(1 + 3 cos 2𝑥𝑥 + 3 cos2 2𝑥𝑥 + cos3 2𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥; 

𝜋𝜋
2

0

 

𝐼𝐼 =
1
8
⎝

⎛𝑥𝑥|0
𝜋𝜋
2 +

3
2

sin 2𝑥𝑥|0
𝜋𝜋
2 +

3
2
�(1 + cos 4𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0

+
1
2
�(1 − sin2 2𝑥𝑥) cos 2𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0 ⎠

⎞ = 

=
1
8�

𝜋𝜋
2

+ 0 +
3
2 �
𝑥𝑥 +

1
4

sin 4𝑥𝑥��
0

𝜋𝜋
2

+
1
2 �

sin 2𝑥𝑥 −
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑥𝑥

3
 ��

0

𝜋𝜋
2
� ; 

𝐼𝐼 =
1
8 �
𝜋𝜋
2

+
3𝜋𝜋
4

+ 0� =
5𝜋𝜋
32

.        𝐼𝐼 =
5𝜋𝜋
32

. 

Объем преобразований и вычислений достаточно сильно растет с увеличением четной 
степени тригонометрической функции. Вычисления с использованием эйлеровых интегралов 
существенно короче, что позволяет экономить время.   
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 Для сравнения вычисление данного интеграла с помощью эйлеровых интегралов ((2.9), 
(2.4) и (2.8)): 

𝐼𝐼 = � cos6 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0

= � cos6 𝑥𝑥 sin0 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0

=
𝛤𝛤 �7

2� 𝛤𝛤 �
1
2�

2𝛤𝛤(4) =
5
2 ∙

3
2 ∙

1
2𝜋𝜋

2 ∙ 3!
.  Стало быть,     𝐼𝐼 =

5𝜋𝜋
32

. 

𝟐𝟐.   𝐼𝐼 = � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛5𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥.

𝜋𝜋
2

0

 

Вычисление традиционными методами интегрального исчисления: 

𝐼𝐼 = �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛5𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 = �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛4𝑥𝑥 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = �
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 = 𝑡𝑡|10

𝑑𝑑𝑡𝑡 = −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑥𝑥 = 1 − 𝑡𝑡2

� = �(1 − 𝑡𝑡2)2𝑑𝑑𝑡𝑡 = �(1 − 2𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡4)𝑑𝑑𝑡𝑡;
1

0

1

0

𝜋𝜋
2

0

𝜋𝜋
2

0

 

𝐼𝐼 = �𝑡𝑡 −
2𝑡𝑡3

3
+
𝑡𝑡5

5
��

0

1

= 1 −
2
3

+
1
5

=
8

15
. 

Используя эйлеровы интегралы, находим (см.(2.9)): 

𝐼𝐼 = �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛5𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 = � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛4𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠0𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 =
Г(3)Г �1

2�

2Г �7
2�

=
√𝜋𝜋

5
2 ∙

3
2 ∙

1
2 ∙ Г �

1
2�

𝜋𝜋
2

0

𝜋𝜋
2

0

=
8

15
. 

𝟑𝟑.    𝐼𝐼 = � �sin2 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥3 cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0

.  

Традиционная замена: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝑡𝑡,   𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥;  𝑥𝑥 = 0 => 𝑡𝑡 = 0;  𝑥𝑥 =

𝜋𝜋
2

=> 𝑡𝑡 = 1;  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 = �1 − 𝑡𝑡2. 

Таким образом, получаем интеграл от дифференциального бинома 

�𝑡𝑡
2
3 (1 − 𝑡𝑡2)

1
3𝑑𝑑𝑡𝑡.

1

0

 

Отметим, что    ∫ 𝑥𝑥𝑚𝑚(𝑎𝑎𝑥𝑥𝑚𝑚 + 𝑏𝑏)𝑞𝑞 𝑑𝑑𝑥𝑥   берется в трех случаях:  

𝑝𝑝 ∈ 𝑍𝑍;    𝑞𝑞 = 𝑚𝑚+1
𝑛𝑛

∈ 𝑍𝑍 ;    𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 ∈ 𝑍𝑍.  

Для полученного интеграла    𝑚𝑚 = 2
3

 ;    𝑛𝑛 = 2 ;   𝑝𝑝 =  1
3

;   𝑞𝑞 = 5
6

;   𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 ∉ 𝑍𝑍.  

Данный интеграл не берется в конечном виде. 

Эйлеровы интегралы позволяют вычислить этот интеграл ((2.9), (2.4), (2.7) и (2.6)): 

� sin2 3⁄ 𝑥𝑥 cos4 3⁄ 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝛤𝛤 �5

6� 𝛤𝛤 �
7
6�

2𝛤𝛤(2) =
1
6𝛤𝛤 �

5
6� 𝛤𝛤 �

1
6�

2
=

𝜋𝜋

12 sin𝜋𝜋6
;      

𝜋𝜋
2

0
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� �sin2 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥3 cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0

=
𝜋𝜋
6

. 

 

𝟒𝟒.   𝑰𝑰 = �
𝑑𝑑𝑥𝑥

√3 − cos 𝑥𝑥

𝜋𝜋

0

 . 

Проведем необходимые преобразования для использования эйлеровых интегралов (см. 
формулы (1.1), (1.3), (2.6) и (2.8)). 

Сделаем замену    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 = 1 − 2√𝑡𝑡,     𝑥𝑥 = 0 =>    𝑡𝑡 = 0;     𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 =>     𝑡𝑡 = 1.   Тогда 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥 = �1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝑥𝑥 = �1 − �1 − 2√𝑡𝑡�
2

= 2𝑡𝑡
1
4(1 − 𝑡𝑡

1
2)
1
2; 

 √3 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 = �2 + 2√𝑡𝑡 = √2(1 + 𝑡𝑡
1
2)
1
2;  𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 =  −

1
√𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑡𝑡;  𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 =  −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥, т. е.  

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑡𝑡

√𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥
;     𝑑𝑑𝑥𝑥 =

1
2
𝑡𝑡−

1
2 ∙ 𝑡𝑡−

1
4 �1 − 𝑡𝑡

1
2�

−12
𝑑𝑑𝑡𝑡. 

Тогда  𝐼𝐼 = �
𝑡𝑡−

3
4(1 − 𝑡𝑡

1
2)−

1
2𝑑𝑑𝑡𝑡

2√2(1 + 𝑡𝑡
1
2)
1
2

=
1

2√2
�𝑡𝑡−

3
4(1 − 𝑡𝑡)−

1
2

1

0

1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡. 

 Как в предыдущем примере. 

𝑚𝑚 = −
3
4

   ;  𝑛𝑛 = 1 ;   𝑝𝑝 =  −
1
2

;    𝑞𝑞 =
𝑚𝑚 + 1
𝑛𝑛

=
1
4

 ;     𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 ∉ 𝑍𝑍 − неберущийся интеграл. 

Используя эйлеровы  интегралы,  получим: 

𝐼𝐼 =
1

2√2
𝐵𝐵 �

1
4

,
1
2�

=
𝛤𝛤 �1

4� 𝛤𝛤 �
1
2�

2√2𝛤𝛤 �3
4�

; 

𝐼𝐼 =
√𝜋𝜋

2√2

𝛤𝛤2 �1
4�

𝛤𝛤 �1
4� 𝛤𝛤 �

3
4�

=  
√𝜋𝜋

2√2

𝛤𝛤2 �1
4� sin𝜋𝜋4
𝜋𝜋

=
𝛤𝛤2 �1

4�

4√𝜋𝜋
;       𝐼𝐼 =

𝛤𝛤2 �1
4�

4√𝜋𝜋
. 

Вычисление интеграла Эйлера-Пуассона: 

  𝐼𝐼 = � 𝑒𝑒−𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥.
∞

0

 

Неопределенный интеграл от гауссовой функции не берется в конечном виде. 

Чтобы найти данный интеграл, для начала найдем квадрат этого интеграла, а потом от 
результата возьмем корень. Это делается для того, чтобы проще можно было перейти к 
полярным координатам 

𝐼𝐼2 = � 𝑒𝑒−𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥� 𝑒𝑒−𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑 = � � 𝑒𝑒−(𝑥𝑥2+𝑦𝑦2�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0

∞

0

∞

0

.
∞

0

 

Мы видим, что у нас получается двойной интеграл от функции  
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𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑑𝑑) = 𝑒𝑒−(𝑥𝑥2+𝑦𝑦2�. 

Элемент площади в декартовой системе координат  𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 преобразуем при 
переходе в полярную систему координат следующим образом: 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑑𝑑
𝑑𝑑 = 𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑑𝑑� → 𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑2 = 𝑎𝑎2. 

Нужно заметить, что 𝑎𝑎  изменяется в пределах от 0 до +∞. Угол 𝑑𝑑 изменяется от 0 до 
𝜋𝜋/2, т.к. 𝑥𝑥,𝑑𝑑 в 1 четверти. Стало быть,  

𝐼𝐼2 = � � 𝑒𝑒−(𝑥𝑥2+𝑦𝑦2�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0

∞

0

= �� 𝑒𝑒−𝑟𝑟2𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎𝑑𝑑 = �𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋
2

0

∞

0

𝜋𝜋
2

0

� 𝑒𝑒−𝑟𝑟2𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎;
∞

0

 

𝐼𝐼2 = �𝑑𝑑𝑑𝑑� 𝑒𝑒−𝑟𝑟2
1
2
𝑑𝑑(𝑎𝑎2�

∞

0

𝜋𝜋
2

0

=
1
2
�𝑑𝑑𝑑𝑑�−𝑒𝑒−𝑟𝑟2��

0

∞
 �

𝜋𝜋
2

0

=
1
2
� lim
𝑥𝑥→∞

𝑒𝑒−𝑟𝑟2 + 𝑒𝑒0� ∙ 𝑑𝑑|0
𝜋𝜋
2; 

𝐼𝐼2 =
1
2

(𝑑𝑑|0
𝜋𝜋
2) =

𝜋𝜋
4

;       𝐼𝐼2 =
𝜋𝜋
4

  =>     𝐼𝐼 = � 𝑒𝑒−𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥 =
√𝜋𝜋
2

∞

0

. 

В силу симметричности интеграла и положительной области значений подынтегральной 
функции, можно заключить, что: 

� 𝑒𝑒−𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥 =
∞

−∞

2� 𝑒𝑒−𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥 = 2 ∙
√𝜋𝜋
2

∞

0

= √𝜋𝜋;        𝐼𝐼 = √𝜋𝜋. 

 
 В общем случае c помощью эйлеровых интегралов вычислим интеграл Эйлера-Пуассона 

� 𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥 =
√𝜋𝜋
2

∞

0

. 

Полагая   𝑥𝑥 = �t
𝑎𝑎
�
1
2 ,  получим 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 1

2√𝑎𝑎
𝑡𝑡−

1
2𝑑𝑑𝑡𝑡  и  

� 𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥
∞

0

=
1

2√𝑎𝑎
� 𝑒𝑒−𝑡𝑡 𝑡𝑡−

1
2𝑑𝑑𝑡𝑡 =

1
2√𝑎𝑎

∞

0

Г �
1
2�

=
1
2
�
𝜋𝜋
𝑎𝑎

,  (𝑎𝑎 > 0). 

В частности, полагая в интеграле 𝑎𝑎 = 1 получаем 

� 𝑒𝑒−𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥 =
√𝜋𝜋
2

.  
∞

0

 

𝟔𝟔.  𝐼𝐼 = �
√𝑥𝑥4

(1 + 𝑥𝑥)3

∞

0

𝑑𝑑𝑥𝑥. 

Стандартный способ интегрального исчисления сводит интеграл к интегралу от 
рациональной дроби:  
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𝐼𝐼 = �
√𝑥𝑥4

(1 + 𝑥𝑥)3

∞

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = �√𝑥𝑥
4 = 𝑡𝑡|0∞,   𝑥𝑥 = 𝑡𝑡4

𝑑𝑑𝑥𝑥 = 4𝑡𝑡3𝑑𝑑𝑡𝑡
� = �

𝑡𝑡 ∙ 4𝑡𝑡3 ∙ 𝑑𝑑𝑡𝑡
(1 + 𝑡𝑡4)3

∞

0

= 4�
(𝑡𝑡4 + 1) − 1

(1 + 𝑡𝑡4)3

∞

0

𝑑𝑑𝑡𝑡; 

𝐼𝐼 = 4� �
1

(1 + 𝑡𝑡4)2 −
1

(1 + 𝑡𝑡4)3�
∞

0

𝑑𝑑𝑡𝑡. 

Правильные рациональные дроби представляются в виде суммы простейших дробей 3 и 
4 типа. В итоге вычисление несобственного интеграла очень объемное в техническом плане.  

Приведем вычисление несобственного интеграла первого рода с использованием 
эйлеровых интегралов (см.(1.2, 1.3, 2.4, 2.5, 2.6)). 

𝐼𝐼 = �
√𝑥𝑥4

(1 + 𝑥𝑥)3
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

∞

0

�
𝑥𝑥
1
4

(1 + 𝑥𝑥)3
𝑑𝑑𝑥𝑥

∞

0

= 𝐵𝐵 �
5
4

,
7
4�

=
Г �3

2� ∙ Г �
3
2�

Г(3)
=

1
4 Г �

1
4�

3
4 Г �

3
4�

2
; 

𝐼𝐼 =
3𝜋𝜋

32𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝜋𝜋4
=

3√2𝜋𝜋
32

.           𝐼𝐼 =
3√2𝜋𝜋

32
. 

𝟕𝟕.�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 =
(2𝑛𝑛 − 1)‼

(2𝑛𝑛)‼

𝜋𝜋
2

0

∙
𝜋𝜋
2

,     𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁. 

Традиционное понижение четной  степени тригонометрической позволит вывести 
рекуррентную форму, что займет много времени, поэтому мы ограничимся вычислением 
данного интеграла через эйлеровы интегралы (см.(2.9, 2.5)). 

�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 =
Г �𝑛𝑛 + 1

2� Г �
1
2�

2Г(𝑛𝑛 + 1)

𝜋𝜋
2

0

=
(2𝑛𝑛 − 1)‼𝜋𝜋

2 ∙ 2𝑛𝑛𝑛𝑛!
=

(2𝑛𝑛 − 1)‼
(2𝑛𝑛)‼

𝜋𝜋
2

. 

 

Пример применения эйлеровых интегралов в физике 
Рассмотрим пример из статистической физики, связанный с распределением Бозе-

Эйнштейна. Предположим, у нас есть система из 100 неразличимых бозонов – 𝑁𝑁, 
распределенных по 5 энергетическим уровням. Пусть количество квантовых состояний 
(мультипликативность) на каждом уровне будет следующим: 𝑔𝑔₁ =  1, 𝑔𝑔₂ =  2,   𝑔𝑔₃ =  3,
𝑔𝑔₄ =  4,𝑔𝑔₅ =  5. Найдем среднее число бозонов на каждом из энергетических уровней. 

Вероятность нахождения 𝑘𝑘 бозонов на 𝑘𝑘 − ом энергетическом уровне задается 
распределением Бозе-Эйнштейна: 

𝑃𝑃(𝑘𝑘) =
� 𝑔𝑔𝑘𝑘

1 +  𝑔𝑔₁ +  𝑔𝑔₂ + ⋯�
𝑘𝑘

1 +  𝑔𝑔₁ +  𝑔𝑔₂ + ⋯
, 

где 𝑔𝑔� - число квантовых состояний (мультипликативность) на 𝑘𝑘 − ом энергетическом 
уровне, а сумма в знаменателе обозначает статистическую сумму системы. 

 Это распределение основано на принципе Бозе-Эйнштейна, который описывает 
поведение бозонов. 

Решение Среднее число бозонов на 𝑘𝑘 − ом энергетическом уровне можно выразить 
через вероятность 𝑃𝑃(𝑘𝑘) и общее число бозонов 𝑁𝑁: 
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⟨𝑛𝑛�⟩  =  𝑁𝑁 ∙  𝑃𝑃(𝑘𝑘), 

где ⟨𝑛𝑛�⟩ - среднее число бозонов на 𝑘𝑘 − ом уровне. 

Используя распределение Бозе-Эйнштейна, получим: 

⟨𝑛𝑛�⟩ =  𝑁𝑁 ∙  
� 𝑔𝑔𝑘𝑘

1 +  𝑔𝑔1 +  𝑔𝑔2 + ⋯�
𝑘𝑘

1 +  𝑔𝑔1 + 𝑔𝑔2 + ⋯
. 

Можно сказать, что статистическая сумма системы, которая присутствует в знаменателе, 
может быть выражена через гамма-функцию. Фактически, она имеет вид: 

1 +  𝑔𝑔₁ +  𝑔𝑔₂ + . . . =  �𝑔𝑔�  =  𝛤𝛤(1 +  𝑔𝑔), 

где 𝑔𝑔 =  𝑔𝑔₁ +  𝑔𝑔₂ + ⋯  —  параметр, связанный с мультипликативностью системы. 

Стало быть, среднее число бозонов на 𝑘𝑘 − ом энергетическом уровне можно записать в 
виде: 

⟨𝑛𝑛�⟩ =  𝑁𝑁 ∙
� 𝑔𝑔𝑘𝑘

 𝛤𝛤(1 +  𝑔𝑔)�
𝑘𝑘

𝛤𝛤(1 +  𝑔𝑔) . 

В этой формуле гамма-функция используется для вычисления статистической суммы и 
связанного с ней параметра 𝑔𝑔. Выражение ⟨𝑛𝑛�⟩ дает нам среднее число бозонов на 𝑘𝑘 − ом 
энергетическом уровне в системе, заданной распределением Бозе-Эйнштейна. 

Теперь по ранее приведенным формулам найдем общую статистическую сумму системы, 
используя гамма-функцию. Параметр   𝑔𝑔  будет равен сумме мультипликативностей на всех 
уровнях: 

𝑔𝑔 =  𝑔𝑔₁ +  𝑔𝑔₂ +  𝑔𝑔₃ +  𝑔𝑔₄ +  𝑔𝑔₅ =  1 +  2 +  3 +  4 +  5 =  15. 

Теперь можем вычислить статистическую сумму: 

𝛤𝛤(1 +  𝑔𝑔) =  𝛤𝛤(1 +  15) =  𝛤𝛤(16) = 15! 

Для вычисления значения гамма-функции 𝛤𝛤(16) можно использовать таблицы значений 
или калькуляторы. В данном случае, значение 𝛤𝛤(16)  равно примерно 20922789888000. 

Теперь можем найти среднее число бозонов на каждом уровне. Используем формулу: 

⟨𝑛𝑛�⟩ =  𝑁𝑁 ∙
� 𝑔𝑔𝑘𝑘

 𝛤𝛤(1 +  𝑔𝑔)�
𝑘𝑘

𝛤𝛤(1 +  𝑔𝑔) . 

Для каждого уровня 𝑘𝑘 посчитаем ⟨𝑛𝑛�⟩: 

⟨𝑛𝑛1⟩ =  100 ∙
� 1

 20922789888000�
1

20922789888000
≈ 4,783 ∙ 10−17, 

⟨𝑛𝑛2⟩ =  100 ∙
� 2

 20922789888000�
2

20922789888000
≈ 9,566 ∙ 10−17, 
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⟨𝑛𝑛3⟩ =  100 ∙
� 3

 20922789888000�
3

20922789888000
≈ 1,366 ∙ 10−16, 

⟨𝑛𝑛4⟩ =  100 ∙
� 4

 20922789888000�
4

20922789888000
≈ 1,702 ∙ 10−16, 

⟨𝑛𝑛5⟩ =  100 ∙
� 5

 20922789888000�
5

20922789888000
≈ 1,884 ∙ 10−16. 

Заключение  
На основании основных свойств гамма и бета функций проведен сравнительный анализ 

методов практического вычисления определенных (в том числе несобственных интегралов) 
традиционными методами интегрального исчисления и с помощью эйлеровых интегралов. 
Отметим, что применение эйлеровых интегралов может существенно упростить вычисление, 
а также решить поставленную задачу в случае, если для подинтегральной функции 
первообразная не может быть найдена в конечном виде. С помощью эйлеровых интегралов 
описаны возможности применения в решении конкретной прикладной задачи из 
статистической физики.  
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