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Резюме 

Одним из наиболее ответственных соединений металлорежущих станков с ЧПУ является шпиндельный узел. Необхо-

димо отметить, что в настоящее время получают широкое применение станки с высокоскоростной обработкой изделий 

(hight speed cutting (HSC)), для которых характерны: высокая частота вращения главного привода, повышение скорости 

резания, применение новых инструментальных материалов, а также ужесточение требований к качеству производимых 

изделий. В связи с этим, решение задач, связанных с повышением эффективности металлорежущих станков, в частности 

многоцелевых станков с ЧПУ (МС), за счет совершенствования конструкций шпиндельных узлов путем внедрения ин-

новационных решений, повышающих их надежность, приобретает весомую значимость. В статье приведен анализ кон-

тактного взаимодействия профильных соединений с равноосным контуром с числом граней равным трем применитель-

но к соединению шпиндель-оправка многоцелевого станка. Решение пространственной контактной задачи сведено к 

решению плоской контактной задачи теории упругости с использованием метода поверхности отклика, который основан 

на методе планирования экспериментов и наименьших квадратов. Определен характер распределения контактных дав-

лений по зонам сопряжения при передаче внешней нагрузки, установлены зависимости величин контактных давлений и 

углов от внешней нагрузки в зависимости от конструктивных параметров (зазоров) соединения. Установлено, что при 

изменении зазора посадки в профильном соединении от 18 до 228 мкм величина предельных контактных давлений воз-

растает до 41 %, в то время как величина контактной жесткости профильного соединения уменьшается до 22 %. 
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Abstract 

One of the most critical connections of CNC machine tools is the spindle unit. It should be noted that machines with high-speed 

processing of products (high-speed cutting (HSC)) are widely used at present. These machines are characterized by: high speed 

of rotation of the main drive, increased cutting speed, the use of new tool materials, as well as stricter requirements for the quality 

of manufactured products. In this regard, the solution of problems related to improving the efficiency of metal-cutting machines, 

in particular multi-purpose CNC machines (MS), by improving the design of spindle units through the introduction of innovative 

solutions that increase their reliability, becomes significant. The article analyzes the contact interaction of profile connections 

with an equiaxed contour with a number of edges equal to three in relation to the “spindle-mandrel” connection of a multi-

purpose machine. The solution of the spatial contact problem is reduced to the solution of the plane contact problem of elasticity 

theory using the response surface method, which is based on the method of planning experiments and least squares. The nature of 

the distribution of contact pressures over the interface zones during external load transmission is determined, and the dependenc-

es of contact pressures and angles on the external load are determined depending on the design parameters (gaps) of the connec-
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tion. It was found that when the fit gap in the profile connection changes from 18 to 228 microns, the maximum contact pressure 

increases to 41%, while the contact stiffness of the profile connection decreases to 22%. 
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Введение 

В настоящее время в шпиндельных узлах много-

целевых станков с ЧПУ (МС) используются различ-

ные моментопередающие соединения типа: SK, BT 

(DBT), HSK, PSK KM-конус (Kennametal), а также 

P-3. Большинство из перечисленных соединений 

достаточно хорошо изучены, однако ряд новых ко-

нических профильных неподвижных разъемных 

соединений типа P-3, которые находятся в стадии 

разработки и внедрения в производство определили 

ряд важных нерешенных научно-практических за-

дач. Некоторые производители металлорежущих 

станков, проверив на практике преимущество кони-

ческих профильных соединений типа PSK (Capto), 

стали интегрировать их в базовый шпиндель станка, 

например, WFL и Mazak [1, 2, 3, 4, 5]. Однако, про-

блема обеспечения технологической и эксплуатаци-

онной надежности моментопередающих соединений 

МС на основе конических профильных соединений 

разных типов, в частности PSK и P-3, определили 

решение таких задач как: разработка имитационных 

моделей деталей соединения, разработка имитаци-

онных моделей сопряжения деталей соединения, 

разработка имитационных моделей контактного 

взаимодействия [6, 7, 8, 9, 10, 11]. 

 
Общие положения. Особенности 

постановки контактной задачи 

Разработка имитационной модели контактного 

взаимодействия деталей конического профильного 

соединения типа, P-3 в пространственной постанов-

ке с учетом погрешности геометрической формы 

деталей соединения в общем виде представляет 

определенные математически трудности, поэтому 

для различных схем пространственного контактного 

взаимодействия разрабатываются приближенные 

методы их расчетов. Одним из путей приближенно-

го решения трехмерных контактных задач является 

сведение их к рассмотрению плоских задач. Это 

достигается сечением исходной схемы рядом по-

верхностей и последующим решением задач для тел, 

форма которых получена в результате таких сече-

ний. Связь между решениями устанавливается из 

условия равенства перемещений для отдельных об-

ластей контакта. Зависимости между перемещения-

ми и нагрузками в каждой плоской задаче находятся 

при использовании метода поверхности отклика 

[12]. При этом снижение класса расчетной модели 

эквивалентно «смягчению» граничных условий, т. е. 

упрощению условий взаимодействия тел [13]. 

Рассмотрим случай несимметричного контакта 

деталей профильного соединения, когда они перво-

начально соприкасаются в точке при общепринятых 

допущениях (рисунок 1). Контактные давления, 

можно определить, если составить систему уравне-

ний, в которую входит уравнение совместности пе-

ремещений, уравнение равновесия тел и граничные 

условия. Воспользуемся известным интегральным 

уравнением совместности перемещений, которое 

Коваленко Г.Д. определил при решении контактной 

задачи для соединения типа вал-втулка цилиндриче-

ской формы в условиях действия нормальных и тан-

генциальных нагрузок в плоской постановке. С этой 

целью определим функцию сближения взаимодей-

ствующих «поверхностей» деталей профильного 

соединения, а также законы распределения зазоров в 

стыках трехгранного профильного соединения, пе-

редающего крутящий момент для разных условий 

сопряжения согласно [14]. 

Для одной реализации кривой с равноосным кон-

туром представим закон распределения зазоров в 

стыке для рассматриваемой грани соединения си-

стемой уравнений вида: 

    cos111211 rr ; 01  ,    (1) 

    cos121222 rr ; 
20  .   (2) 

Тогда с учетом выражений (1) и (2) представим 

интегральное уравнение совместности перемещений 

деталей профильного соединения (3) в виде: 

     
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''  jji rrfdP

где 2,1v ; 2,1  – параметры упругости внутренней 

инаружной поверхности сопрягаемых тел; 
2,1r  – ра-

диусы наружной и внутренней поверхности;  'P  – 

нормальное давление, действующее на площадке 

контакта; 
'  – угловая координата точки, в которой 

действует давление;   – координата точки, в кото-

рой определяется перемещение; прf  – коэффициент 

пропорциональности; 2,1G  – модуль сдвига контак-

тирующих тел; 1  и 2  – границы угла контакта; 

if  – функция сближения взаимодействующих по-

верхностей тел; 2,1E ; 2,1  – модули упругости 

наружной и внутренней поверхностей тел. 

При этом известно, что: 

21
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
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При взаимодействии некруглых (профильных) 

поверхностей тел типа вал-втулка при решении за-

дачи при несимметричном контакте может иметь 

место два случая, а именно: 01   и 

20  . 

В силу того, что кривая с равноосным контуром 

имеет в каждой точке определенный радиус – вектор 

   и эксцентриситет e , то линия действия рав-

нодействующей от действия нормальных нагрузок 

не принадлежит началу координат 10  и поэтому 

необходимо пересчитать радиусы взаимодействую-

щих поверхностей тел (оправки и шпинделя) отно-

сительно центра 
20 , принадлежащего линии дей-

ствия силы niP  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Расчетная схема к определению радиусов 

взаимодействующих профильных поверхностей 

Fig. 1. Design scheme for determining the radii 

of interacting profile surfaces 

 

В дальнейшем решение контактной задачи мож-

но вести, используя метод конечных разностей 

апробированный в частности в работе [15]. 

Приведем левую часть интегрального уравнения 

(3) к конечно – разностной сумме вида: 
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В обоих случаях, когда  0;1 и  2;0  мо-

жет иметь место два случая: если 
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Когда 
' выражения (4) и (5) имеют вид: 

 
 

  




'

11

2211

2,1

2,1

cos2

K

K

n

K

KPrvrv

  


 


n

K

KPrvrvd
1

2211

'

'

2
2

tgln  

 
  























2,1

2,11

'

'

2
tglnsin

K

K

. (11) 

Выражения (6-8) приводятся к виду: 

 
 

  




11

''

11

2211

2,1

2,1

sin rxdPrxrx

K

K

n

K

K

   
  




 






2,1

2,11

'

1

22 cos
K

K

n

K

KPrx . (12) 

 







 






n

K

K

пр

K

K

n

K

K

пр
P

G

fr
dP

G

fr

11

1''

111

1 2
sin

2 2,1

2,1

  




 




2,1

2,11

'cos
K

K
. (13) 

 














n

K

K

пр

K

K

n

K

K

пр
P

G

fr
dP

G

fr

12

1''

112

1 2
cos

2 2,1

2,1

  




 




2,1

2,11

'sin
K

K
, (14) 

где 

 
nn

0101
1

0 



 ; при 0,1     (15) 

nn

0202
2

0 



 ; при 

2,0  (16) 





n

K n

r
r

1

11
1

, 



n

K n

r
r

1

21
2

; при 0,1   (17) 





n

K n

r
r

1

12
1

, 



n

K n

r
r

1

22
2

 при 
2.0  (18) 

Полученные выражения позволяют составить и 

решить с помощью стандартной программной про-

цедуры систему линейных алгебраических уравне-

ний, определить характер и величины распределе-

ния контактных давлений при известных пределах 

интегрирования. 

В первом приближении интервал интегрирова-

ния может быть определен с помощью аналитиче-

ских зависимостей, приведенных в работе профес-

сора Цейтлина Н.И. при расчете удельных давлений 

при тесном контакте цилиндра с цилиндрическим 

вырезом. 

Величину половины контактного угла определя-

ют из выражения вида: 

3
0 912,0




E

P
.             (19) 

В нашем случае с учетом особенностей равноос-

ного контура интервалы интегрирования могут быть 

определены из системы уравнений вида: 

3

1

01 912,0



E

Pni

i

, при 01  , (20) 

3

2

02 912,0



E

Pni

i
, при 20  , (21) 

где 2,1 – величина зазора посадки.

Необходимо отметить, что для каждой поверхно-

сти (зоны) контакта, профильного трехгранного со-

единения величины контактных углов будут разные 

в силу того, что на поверхностях контакта действу-

ют разные равнодействующие нормальных нагрузок 

nP . В тоже время эпюры распределения контактных 

давлений несимметричны в силу несимметричного 

характера распределения зазоров в стыках. В связи с 

этим определение пределов интегрирования ведем 

методом поверхности отклика (МПО). 

В силу того, что пределы интегрирования найде-

ны по зависимостям для симметричных областей 

контакта, необходимо уточнить решение задачи, а 

именно: определить пределы интегрирования для 

несимметричных областей. 

Рассмотрим пример расчета профильного трех-

гранного соединения типа Р-3, которое передает 

крутящий момент 7кр M Н∙м. При этом теорети-
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ческий зазор посадки в соединении равен 228,0T
 

мм; материал втулки (шпинделя) сталь 40Х, матери-

ал вала (оправки) сталь 40Х, средний диаметр 50 

мм, эксцентриситет профиля равен 1,8 мм в плоской 

постановке. 

Требуется определить величины углов контакта 

и контактных давлений. 

Установим связь между параметрами 
1 ,

2 и

параметрами KiP , ni процесса. Определим
1 , 

2

как угловые координаты границ контактных зон. 

С этой целью воспользуемся методом поверхно-

сти отклика, разработанным в работе [15]. Расчет 

ведем по алгоритму, предложенному в работе [15]. 

1. Составляется исходная система уравнений,

описывающая исследуемый процесс. 

Обозначим линейные члены уравнения (3) как 
iKZ : 

iKKi ZP  , 

где )8(,,2,1  nni  . 

Тогда выражение (3) запишется в матричном ви-

де [14]: 

,....

, 11

21

1211 1

nK

K

nn

n

nn n
Z

Z

a

a

aa

aa





 





 (22) 

где lka – коэффициенты при неизвестных 
iKZ ; l

– свободные члены, nlnk ,,2,1;,,2,1   .

2. Постулируются зависимости между нелиней-

ными членами 1 , 2 и параметрами KiP , l . 

Опираясь на результаты работы [14, 15] можно 

принять модель вида: 

.21

21


 kl C (23) 

3. Выбирается матрица планирования нелиней-

ных членов. 

Выражение (23) после логарифмирования приво-

дится к виду: 

,lnlnlnln 2211  Kl C    (24) 

,22110 xbxbbyl      (25) 

где 1x , 2x – кодированные переменные. 

На основании формулы (25) принимается орто-

гональный план первого порядка с результатами 

расчета (табл. 1). 

Таблица 1. Ортогональный план первого порядка 

Table. 1. Orthogonal plan of the first order 

4. Задаются границы варьирования контролиру-

емых переменных. Принятый план требует задания 

контролируемых переменных на двух уровнях мак-

симальном max1 , max2 и минимальном
min1 ,

min2 .

Предварительный расчет ведем для случая внедре-

ния одного тела (оправки) в другое тело (шпиндель). 

На основании предварительных расчетов можно 

принять: 

6max1  , 5min1  , 3max2  , 2min2  . 

5. Формируется массив коэффициентов lka , l

для различных опытов u . Значения lka , l под-

считываются по формулам (1, 2, 9-14) заданным в 

таблице различным сочетаниям уровней 1 и 2 .

6. Решается система уравнений относительно не-

известных (табл. 1). 

Решение линейной системы (22) ведем методом 

Гаусса. 

7. Методом наименьших квадратов находятся

значения коэффициентов уравнения (25) для коди-

рованных переменных 1 , 2 , обозначенных через

1x и 2x . 







a

u
a

u

vu

Ku

vuvK

x

y
xb

1

1

2

,

,

,, ,       (26) 

где v  – порядковый номер переменной x

 2,1,0v . 

8. Осуществляется по формулам кодирования

переход к фактическим параметрам K уравнения

(6). Для чего в уравнение (25) подставляются сле-

дующие формулы: 

 
1

lnln

lnln2

min1max1

max11
1 




x , 

 
1.

lnln

lnln2

min2max2

max22
2 




x  (27) 

Значения найденных таким образом коэффици-

ентов приведены в табл. 2. 

Таблица 2. Числовые значения коэффициентов для 

кодированных переменных по результатам опыта 

Table 2. Numerical values of the coefficients for the cod-

ed variables according to the results of the experiment 
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9. Искомые значения
1 и

2 , соответствующие

заданным величинам KiP  и ni , находятся решени-

ем системы уравнений вида: 

21 ln566,1ln864,0ln KiP , 

21 ln890,6ln783,3ln ni
    .   (28) 

10. Проверяется точность расчета.

Для чего найденные по формулам значения 
1 и

2 подставляется в исходную систему, и последняя

решается относительно 
Kz . Определяются величи-

ны невязок  . Если точность неудовлетворительна, 

то область аппроксимации уменьшается делением 

первоначально выбранной области на части или 

принимается другая аппроксимирующая модель и 

весь цикл повторяется снова. 

В результате расчетов установлен несимметрич-

ный характер распределения контактных давлений в 

зонах контактного взаимодействия при действии 

внешней нагрузки (рис. 2). Определен характер из-

менения величин контактных углов от величины 

крутящего момента для разных зазоров в соедине-

нии (рис. 3). Определен нелинейный характер изме-

нения величины контактных углов и давлений для 

разных зазоров в соединении (рис. 4). Установлено, 

что при схеме нагружения трехгранного профильно-

го соединения крутящим моментом и радиальной 

силой, последнее вызывает перераспределение ве-

личин контактных давлений в зонах контакта. Из-

менение контактных давлений в условиях цикличе-

ского нагружения профильного соединения шпин-

дель-оправка при обработке изделий может приво-

дить к возникновению процесса фреттинг-износ 

посадочных поверхностей деталей соединения, по-

нижая точность и контактную жесткость соединения 

и шпиндельного узла станка с ЧПУ [16-18]. 

Рис. 2. Распределение контактных давлений в про-

фильном соединении при передаче крутящего момента 

Fig. 2. Distribution of contact pressures in the profile 

connection during transmission of torque 

Рис. 3. Зависимость величин контактных углов в 

профильном соединении от внешней нагрузки 

(крутящего момента) 

Fig. 3. Dependence of the values of the contact angles 

in the profile connection on the external load (torque) 

В результате приближенного решения контакт-

ной задачи (в плоской постановке) установлены за-

висимости между параметрами контакта и внешней 

нагрузкой передаваемой профильным соединением 

(рис. 3-4). 

Рис. 4. Зависимость изменения величины 

контактных давлений в профильном соединении 

от величины угла контакта 

Fig. 4. Dependence of the change in the magnitude of 

the contact pressure in the profile connection on the 

magnitude of the contact angle 

Заключение 

1. Приближенно решена контактная задача тео-

рии упругости для трех-связанных контактных зон 

применительно к профильным соединениям с равно-

осным контуром для соединения типа Р-3 шпиндель – 

оправка при передаче крутящего момента в плоской 

постановке. 

2. Установлены связи между параметрами кон-

тактного взаимодействия и условиями эксплуата-

ции, а также конструктивно-технологическими па-

раметрами профильных соединений типа Р-3. При 

изменении величин зазора посадки в соединении от 
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18 мкм до 228 мкм величина предельных значений 

контактных давлений возрастает до 41 %, величина 

контактной жесткости соединения шпиндель-

оправка уменьшается до 22 %. 

3. Определена возможность применения метода 

поверхности отклика при решении систем нелиней-

ных уравнений при разработке имитационной кон-

тактной задачи. Предложен порядок решения кон-

тактной задачи применительно к профильным со-

единениям с равноосным контуром в шпиндельном 

узле.
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Резюме 

Для проведения интеграции этапов технологической подготовки производства высокоточных малогабаритных деталей 

коаксиальных радиокомпонентов на станках с числовым программным управлением проведено исследование особенно-

стей производства деталей и стандартных функциональных возможностей CAM-систем. В работе использовались теоре-

тические методы – классификационный анализ и обобщение для дальнейшего моделирования методики создания и ве-


