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Резюме 

В статье рассматриваются варианты математического моделирования реальных неровностей рельсового пути в верти-

кальной и горизонтальной плоскостях. Предложена методика генерации эквивалентных вертикальных неровностей 

рельсового пути с помощью формирующих фильтров в системе математического моделирования Matlab Simulink. Ме-

тодика позволяет на основе известной автокорреляционной функции вертикальной неровности при ее линеаризации 

определять передаточные функции фильтров. Обеспечивается генерация возмущений динамической системы в верти-

кальной плоскости для любых скоростей движения поездов без пересчета передаточных функции. В качестве исходного 

случайного сигнала применяется генератор белого шума, который, проходя формирующие фильтры, преобразуется в 

случайный сигнал с заданными спектральными характеристиками, эквивалентными по своему воздействию на динами-

ческую систему реальной неровности пути. В целях применения классического преобразования Лапласа для контину-

ального сигнала предложен способ линеаризации корреляционной функции. Каскад формирующих фильтров обеспечи-

вает пропуск максимальных амплитуд на частотах, соответствующих длинам волн (100; 50; 25; 12,5; 6,25). В статье про-

веден анализ спектральных характеристик выходного сигнала формирующих фильтров, который показал, что построен-

ные на основе линеаризованной корреляционной функции фильтры достаточно точно моделируют неровность рельсово-

го пути. Достоинство предложенной в статье модели заключается в простоте схемных решений и применении стандарт-

ных аналоговых блоков моделирования пакета Matlab Simulink, что позволяет использовать предложенную модель сов-

местно с моделью исследуемой динамической системы (грузового вагона) непосредственно в пакете Matlab Simulink. 
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Abstract 

The article discusses options of the mathematical modeling of real railway track irregularities in the vertical and horizontal planes. A 

method for generating equivalent vertical irregularities of a railway track using shaping filters in the Matlab Simulink mathematical 

modeling system is proposed. The technique makes it possible to determine the transfer functions of the filters on the basis of the known 

autocorrelation function of the vertical irregularity during its linearization. Generation of perturbations of the dynamic system in the 

vertical plane for any train speeds without recalculation of transfer functions is provided. As an initial random signal, a white noise gen-

erator is used, which, passing through the shaping filters, is converted into a random signal with specified spectral characteristics, which 

are equivalent in their effect on the dynamic system to the real track irregularity. In order to apply the classical Laplace transform for a 

continuous signal, a method for linearizing the correlation function is proposed. The cascade of shaping filters provides the passage of 

maximum amplitudes at frequencies corresponding to wavelengths (100; 50; 25; 12.5; 6.25). The article analyzes the spectral character-

istics of the output signal of the shaping filters, which showed that the filters built on the basis of the linearized correlation function accu-

rately simulate the irregularity of the railway track. The advantage of the model proposed in the article consists in the simplicity of cir-

cuitries and the use of standard analog blocks of modeling the Matlab Simulink package, which makes it possible to use the proposed 

model together with the model of the dynamic system under study (freight railcar) directly in the Matlab Simulink package. 
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Введение 

Математические модели реальных неровностей пу-

ти в вертикальной и горизонтальной плоскостях – это 

набор составляющих, описывающих воздействия на 

динамическую модель вагона со стороны пути.  

С 1996 г. действует Руководящий документ 

РД 32.68 96 (РД), разработанный Научно-

исследовательским институтом железнодорожного 

транспорта (ВНИИЖТ, г. Москва), в котором пред-

лагаются методики моделирования случайных воз-

мущений от неровностей железнодорожного пути, 

которые используются при исследовании новых 

конструкций вагонов [1].  

Некоторыми авторами (В.Ф. Ушкалов, 

Л. Г. Лапина, И.А. Мащенко) предложено использо-

вание полигармонических моделей вертикальных 

составляющих возмущения, основанных на результа-

тах амплитудно-частотного анализа реальных запи-

сей показаний вагона-путеизмерителя [2–4]. 

В составе некоторых программных комплексов, 

предназначенных для моделирования динамики ме-

ханических систем, применяется несколько вариан-

тов моделей возмущающих воздействий. В про-

граммном комплексе «Универсальный механизм» 

(UM) наряду с возможностью самостоятельного за-

дания неровностей путевой структуры существует 

возможность загрузки записей неровностей рельсо-

вых нитей, зарегистрированных по результатам из-

мерений реальной геометрии рельсового пути [5–7]. 

Методика моделирования 

Достаточно подробно в работах [8–11] исследова-

ны характеристики возмущений, вызывающих колеба-

ния подвижного состава, подробно изложена методика 

получения случайного процесса возмущения и приме-

нения его к моделям динамического анализа тележек 

вагонов. Алгоритмы получения возмущений  t  по-

строены на основе заданной корреляционной функции 

или спектральной плотности эквивалентной геометри-

ческой неровности пути  G  .

В работе [8] предложена корреляционная функция 

       
2 2

2 2 2 ,
lk

k k

x

l l l l

k

R x S a e cos x
 

     


  (1) 

где x  [м] − сдвиг максимума взаимной корреля-

ционной функции относительно начала координат; 

kl
− доля дисперсии 2

lS
случайного процесса, 

приходящаяся на k-ю составляющую корреляцион-

ной функции (k = 1, 2, …), причем 2 1
kl

k

a  ; 
kl



[м−1] и 
kl

 [м−1] – частота максимума и относи-

тельный коэффициент затухания k-й составляющей 

корреляционной функции.  

Для случая многомерного возмущения в работах 

предложены методики генерации случайных про-

цессов с помощью формирующих фильтров [12–14]. 

Согласно [15] формирующим фильтром называется 

динамическая система, преобразующая случайные 

величины белого шума в случайный процесс  t  с

заданными статистическими характеристиками. Бе-

лый шум представляет собой стационарный случай-

ный процесс с постоянной спектральной плотно-

стью 0S , его корреляционная функция представля-

ется следующим образом: 

   02 ,K S      (2) 

где     – дельта-функция Дирака.

Если учесть, что  t – гауссовский процесс с

нормированным условием (
0S const , математиче-

ское ожидание   0M t  ), то спектральную плот-

ность процесса можно представить в виде произве-

дения двух комплексно сопряженных сомножителей 

     S S i S i    

Тогда передаточная функция примет вид: 

 
 

0

.
S p
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 (3) 

Т. е. для определения передаточной функции 

формирующего фильтра требуется найти преобразо-

вание Лапласа корреляционной функции случайного 

процесса: 

     
0

.
px

l lS p R x R x e dx

    


    L (4) 

Для этого функция оригинала  lR x 

должна иметь ограниченный порядок возрастания, т. 

е. удовлетворять условию 

  bx

lR x ae 

   , при 0x  , a > 0, b > 0. (5) 

В силу того, что в составе корреляционной 

функции (1) экспонента имеет квадратичную зави-

симость от сдвига максимума взаимной корреляци-

онной функции относительно начала координат

   
2 2

exp
kl

x  
  

, условие (5) не выполняется и 

преобразование Лапласа или Z-преобразование в 

дискретном виде без линеаризации исходной функ-

циональной зависимости осуществить невозможно.  

Линеаризацию корреляционной функции пред-

лагается произвести введением дополнительных 

весовых коэффициентов Gk: 

     
2

2 2 cos 2
l kk

k k

G x

l l l l

k

R x S a e x
 

     
   , (6) 

которые находятся из следующего уравнения: 

     
2 22

0 0
0

l l kk k
L Lx G x
e dx e dx

    

 

 
   . (7) 

Произведя интегрирование в пределах, где 

функция с заданной точностью сходится к нулю (от 



ОРИГИНАЛЬНАЯ СТАТЬЯ 
 

 

2021. № 1 (69). С. 177–183 Современные технологии. Системный анализ. Моделирование 

180 © Э. Л. Михайлов, 2021 

0 до L = 1,5 км), получаем уравнение следующего 

вида, где функция    
2

0

X x
erf X e dx




  : 

  2 2

2 2

1
0

2

l kk
k

kk

L G
l

l kl

erf L e

G






 



    
 


. (8) 

В работе [8] (Приложение В) приведены значе-

ния параметров аналитического выражения корре-

ляционных функций случайных процессов неровно-

стей пути из пяти слагаемых, при подстановке кото-

рых в уравнение (8) находим весовые коэффициен-

ты kG . 

Таблица 1. Исходные данные и результаты расчета 

весовых коэффициентов линеаризации 

корреляционных функций 

Table 1. Initial data and results of calculation of 

linearization weights of correlation functions 

Вид неровности 

рельсов 

Результат 

k 
kl

L , м 
kG

Вертикальная 

левая 

S
2
 = 27 мм

2
 

1 100 22,669 

2 50 10,622 

3 25 7,7064 

4 12,5 7,3302 

5 6,25 6,7183 

Вертикальная 

правая 

S
2
 = 26,2 мм

2
 

1 100 21,397 

2 50 10,622 

3 25 7,7064 

4 12,5 7,3302 

5 6,25 6,7183 

Сравнение графиков свидетельствует о том, что 

синхронность затухания графиков корреляционной 

функции сохраняется, что является одной из важных 

характеристик адекватности модели. Вместе с тем 

недостает нелинейности затухания волн длиной 25 м, 

что на сдвиге x  до 70 м проявляется в снижении

амплитуд, а в более дальних периодах ( x  в пределах

от 70 до 200 м) волны указанной частоты становятся 

более выраженными. Приведенный анализ говорит о 

том, что на основании линеаризованной корреляци-

онной функции возможно построить достаточно при-

емлемое описание динамических свойств формиру-

ющего фильтра во временной области. 

Найдем в соответствии с (3), (4) спектральную 

плотность случайного процесса в виде преобразова-

ния Лапласа    lS p R x 
   L  для каждой k-ой

гармоники корреляционной функции. Учитывая, что 

0 1S   выражение примет вид передаточной функ-

цией формирующего фильтра для k-ой гармоники 

случайного процесса, где  
2

kk lC G  

  2 2 2 22 4

k k

k

l l

l

a p a C
W p

p C p C

 

 

  


    
. (9) 

Рис. 1. График исходной (—)  

и линеаризованной (---) корреляционной функции 

Fig. 1. Plot of the original (—)  

and linearized (---) correlation function 

Вычислим пять передаточных функций для левой 

и правой рельсовой нити и сформируем каскад фор-

мирующих фильтров по предложенной схеме (рис. 3). 

На выходе каскада дополнительно установлен низко-

частотный фильтр Баттерворта (Lowpass) [16] с ча-

стотой среза 2 рад/с, который обеспечивает достаточ-

ную гладкость выходного сигнала и исключает из-

лишние шумы при использовании сгенерированных 

возмущений в задачах исследования динамической 

системы «железнодорожный состава – путь».  

Результаты моделирования 

Модель генератора эквивалентных вертикальных 

неровностей левого и правого рельса разработана в 

пакете Matlab Simulink [17, 18]. Как видно из графика 

спектральной плотности, формирующий фильтр 

обеспечивает пропуск максимальных амплитуд на 

частотах, соответствующих длинам волн (1/100; 1/50; 

1/25; 1/12,5; 1/6,25) (см. табл. 1). 

Рис. 2. График амплитудного спектра 

Fig. 2. Amplitude spectrum graph 
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Предложенный каскад формирующих фильтров 

рассчитан для скорости 
0 1V   м/с, когда временная 

область идентична перемещению вдоль рельса 

0x V t t     . При пересчете передаточных 

функций (9) под заданную скорость возникает эф-

фект снижения амплитуд генерирующих эквивалент-

ных неровностей в силу того, что формирующий 

фильтр обеспечивает пропуск белого шума только в 

заданной частотной области. Дополнительно к ска-

занному для заданной скорости движения требуется 

постоянно пересчитывать все передаточные функции 

фильтра. В целях исключения подобного предложено 

определение неровности при заданной скорости дви-

жения 1V   м/с с помощью масштабирования не-

ровности при скорости 
0 1V   м/с: 

  1v

x
n t n

V
 

 
   

 
 (10) 

Тогда первую производную эквивалентной не-

ровности найдем из следующего выражения: 

 
 .

1

v

t
t

t








, (11) 

с учетом подстановки t n t  , 
x

t
V


   получим  

 
1.

.v

x
n

V
t V

x





 
  

  


 
(12) 

Выражение (12) говорит о том, что первую про-

изводную эквивалентной неровности для заданной 

скорости можно получить путем умножения произ-

водной при единичной скорости и соответствующем 

масштабировании аргумента.  

 
Заключение 

Предложенная модель генератора эквивалентных 

вертикальных неровностей железнодорожного пути 

достаточно точно моделирует возмущения от же-

лезнодорожного пути, что подтверждается сход-

ством спектральных характеристик сгенерирован-

 
 

Рис. 3. Блок-схема формирующих фильтров для генерации эквивалентной вертикальной неровности 

левой и правой рельсовых нитей железнодорожного пути 

Fig. 3. Block diagram of forming filters for generation of equivalent vertical irregularity  

of left and right rail lengths of the railway track 
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ных случайных процессов с данными, отраженными 

в работах [8–11].  

Достоинство предложенной модели в простоте 

схемных решений и применении стандартных 

аналоговых блоков моделирования пакета Matlab 

Simulink, что позволяет использовать предложен-

ную модель совместно с моделью исследуемой ди-

намической системы (грузового вагона) непосред-

ственно в данном пакете. 
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