
ОРИГИНАЛЬНАЯ СТАТЬЯ 
 

 

2021. № 1 (69). С. 184–191 Современные технологии. Системный анализ. Моделирование 

184 © В. П. Закарюкин, А. В. Крюков, 2021 

 

DOI 10.26731/1813-9108.2021.1(69).184-191 УДК 621.311: 621.331 

 

Определение собственных и взаимных сопротивлений  

в многопроводных системах, содержащих подземные провода 
 

В. П. Закарюкин
1
, А. В. Крюков

2, 3
 

1ООО «Smart grid», г. Иркутск, Российская Федерация
 

2 Иркутский государственный университет путей сообщения, г. Иркутск, Российская Федерация 
3 Иркутский национальный исследовательский технический университет, г. Иркутск, Российская Федерация 

 and_kryukov@mail.ru 
 

Резюме 

Моделирование режимов электрических сетей, включающих в свой состав многопроводные элементы с надземными и 

подземными проводами, требует учета ряда специфических особенностей: расположение части проводов в подземных 

полостях, приводящее к отсутствию емкостной связи с надземными токоведущими частями; повышенные величины 

емкостных параметров подземных проводов; возможное наличие активной проводимости «провод – земля», приводящее 

к необходимости обязательного учета распределенности параметров. В статье предложена методика определения соб-

ственных и взаимных сопротивлений проводов в многопроводных системах, содержащих подземные провода. При раз-

работке моделей многопроводных элементов с подземными проводами использовались следующие положения: провода 

параллельны поверхности плоской однородной земли с заданной удельной проводимостью; пересечения проводов в 

одном элементе не допускаются; при использовании цепных понятий собственного и взаимного сопротивлений предпо-

лагается их определение через продольную электродвижущую силу, индуктируемую в контуре «провод – земля»; под-

земные провода располагаются внутри одной или нескольких цилиндрических полостей в земле; емкостная связь суще-

ствует только между проводами, расположенными в одной полости; взаимоиндуктивная связь имеет место между всеми 

проводами элемента. При рассмотрении емкостных связей группы подземных проводов использован метод конформных 

изображений, дающий приемлемую точность моделирования при соблюдении соотношений между радиусами проводов 

и их расстояниями до границ полости в земле. Проверка правильности разработанного алгоритма проведена путем сопо-

ставления с формулами погонной емкости цилиндрического конденсатора, а также емкости одиночного провода, распо-

ложенного над землей на большой высоте. Проверка точности определения взаимного сопротивления для непараллель-

ных проводов выполнена путем сопоставления результатов следующих расчетов: по приближенным формулам, для по-

чти параллельного сближения и параллельного сближения. Полученные результаты показали приемлемую точность 

определения собственных и взаимных сопротивлений в многопроводных системах, содержащих подземные провода. 
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Abstract 

Modeling the modes of electrical networks, which include multi-wire elements with overhead and underground wires, has a 

number of specific features: the location of some of the wires in underground cavities, resulting in the absence of capacitive cou-

pling with above- ground conducting wires; increased values of self-capacitive parameters of underground wires; the possible 

presence of active conductivity “wire – ground”, leading to the need for mandatory consideration of parameter distribution. The 

article proposes a method for determining self- impedances and mutual impedances of wires in a multi-wire system containing 

underground wires. When developing models of multi-wire elements with underground wires, the following positions were used: 
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wires are parallel to the surface of a flat homogeneous earth with a given specific conductivity; intersections of wires in one ele-

ment are not allowed; when using chain concepts of self-impedances and mutual resistances, it is assumed that they are deter-

mined through the longitudinal electromotive force induced in the wire-ground circuit; underground wires are located inside one 

or more cylindrical cavities in the ground; capacitive coupling exists only between wires located in the same cavity; mutual in-

ductive coupling takes place between all wires of the element. When considering the capacitive couplings of a group of under-

ground wires, the method of conformal mappings was used, which gives an acceptable accuracy of modeling while respecting the 

relationship between the radii of the wires and their distances to the boundaries of the cavity in the ground. The verification of the 

correctness of the developed algorithm was carried out by comparing the linear capacitance of a cylindrical capacitor with the 

formulas, as well as the capacitance of a single wire located above the ground at a high altitude. Verification of the accuracy of 

determining the mutual resistance for non-parallel wires is performed by comparing the results of the following calculations: by 

approximate formulas; for an almost parallel convergence and a parallel convergence. The obtained results showed an acceptable 

accuracy in determining self-impedances and mutual resistances in multi-wire systems containing underground wires. 
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Введение 

Моделирование режимов электрических сетей 

(ЭС), включающих в свой состав многопроводные 

элементы с подземными проводами, требует учета 

ряда специфических особенностей:  

– расположение подземных проводов в подзем-

ных полостях, приводящее к отсутствию емкостной 

связи с надземными токоведущими частями и по-

вышенные величины собственных емкостей;  

– возможное наличие активной проводимости 

«провод – земля», приводящее к необходимости 

учета распределенности параметров;  

– возможное непараллельное расположение од-

ного из проводов по отношению к остальным, в 

частности, в случае рассмотрения электромагнит-

ных влияний на подземный трубопровод. 

Перечисленные особенности важны для опреде-

ления режима ЭС и для расчетов наведенных 

напряжений. Для учета этих особенностей при раз-

работке моделей многопроводных элементов с под-

земными проводами приняты следующие основные 

положения. 

1. Прямолинейные провода параллельны поверх-

ности плоской однородной земли с заданной удель-

ной проводимостью. Некоторые из проводов могут 

быть не параллельны друг другу. 

2. Пересечения проводов друг с другом не допус-

каются. Это положение не приводит к ограничениям 

моделирования ситуаций с пересечениями проводов, 

поскольку последнее может быть представлено со-

единением двух отдельных моделей друг с другом. 

3. Система декартовых координат для задания 

положений проводов выбрана следующим образом. 

Плоскость XOY системы координат расположена в 

начале многопроводного элемента перпендикулярно 

левому крайнему проводу. Начало координат нахо-

дится на поверхности плоской земли, ось Y перпен-

дикулярна поверхности земли, ось X направлена 

вдоль поверхности направо, если смотреть от начала 

элемента к его концу, ось Z – вдоль левого крайнего 

провода. Предпочтительно начало координат поме-

стить под крайним левым проводом. 

4. Точный подход к определению индуктивных 

сопротивлений элемента с подземными проводами, 

даже для параллельной ситуации и отсутствия 

надземных токоведущих частей, требует решения 

трансцендентных уравнений, что создает значитель-

ные трудности при программной реализации. При 

использовании цепных понятий собственного и вза-

имного сопротивлений предполагается их определе-

ние через продольную электродвижущую силу 

(ЭДС), индуктируемую в контуре «провод – земля» 

или в контуре, образованном токоведущей частью и 

эквивалентным обратным проводом (ЭОП). В связи 

с большой глубиной расположения ЭОП магнитный 

поток в упомянутом контуре мало зависит от высо-

ты или глубины расположения провода, поэтому с 

небольшой погрешностью можно воспользоваться 

формулами определения собственных и взаимных 

сопротивлений надземных проводов. Такой подход 

допустим при глубине расположения не более пер-

вых десятков метров и на частотах, не превышаю-

щих нескольких сотен герц. 

5. Подземные провода располагаются внутри од-

ной или нескольких цилиндрических полостей. 

Каждая полость, ось которой параллельна располо-

женным внутри нее проводам, образует группу под-

земных проводов. Полость заполнена изоляцией с 

заданной диэлектрической проницаемостью. Прово-
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да могут иметь распределенную однородную омиче-

скую связь с окружающей землей. 

6. Емкостная связь существует только между про-

водами, расположенными в одной полости или меж-

ду надземными проводами. Взаимоиндуктивная связь 

имеет место между всеми токоведущими частями. 

Известные решения проблемы наведенных 

напряжений сводятся к нахождению взаимных ем-

костей [1, 2] или сопротивлений [1-4] при заданных 

параметрах режима влияющего провода. Собствен-

ные и взаимные сопротивления проводов определя-

ют на основе решения Карсона [5] или 

Г.А. Гринберга и Б.Э. Бонштедта [6], как, например, 

в работах [1, 2, 4, 7-9]. Вычисления на основе мето-

дики [6] требуют решения системы трансцендент-

ных уравнений. 

Известные подходы для расчетов наведенных 

напряжений косого сближения базируются либо на 

предположении его замены набором участков па-

раллельного [10], либо на использовании решения 

М.В. Костенко [3]. 

Все перечисленные методы не работают при 

необходимости учета взаимовлияний проводов, 

приводящих к изменению режима влияющего про-

вода. Это касается, к примеру, ситуации взаимовли-

яний цепей двухцепной линии электропередачи с 

возникновением дополнительной несимметрии 

напряжений каждой цепи, или ситуации взаимовли-

яния линий «провод – рельс» и «два провода – 

рельс» на электрифицированной железной дороге с 

возникновением небалансов учета электроэнергии. 

Использование решетчатых схем замещения [11], 

когда моделируется вся совокупность взаимовлия-

ющих проводов, позволяет получать модели, при-

годные для расчетов режимов с учетом емкостных и 

индуктивных взаимовлияний и определения наве-

денных напряжений, в том числе при косом сближе-

нии [12]. При наличии подземных проводов с воз-

можным вариантом косого сближения подход работ 

меняется в связи с изложенными положениями. 

При рассмотрении емкостных связей группы 

подземных проводов использован метод конформ-

ных изображений, дающий приемлемую погреш-

ность моделирования при соблюдении соотношений 

между радиусами проводов и их расстояниями до 

границ полости в земле. 

Строго говоря, применение цепных моделей при 

косом сближении недостаточно корректно, посколь-

ку задача из одномерной превращается в трехмер-

ную, а длины проводов элемента отличаются друг 

от друга. В этом случае использование величин вза-

имных сопротивлений приводит к погрешностям, 

которые могут быть практически приемлемы при 

представленных далее условиях.  

 
Методика и результаты моделирования 

Формирование решетчатой схемы замещения 

многопроводного элемента по методике [11] пред-

полагает расчеты потенциальных коэффициентов 

системы проводов, расположенных в одной подзем-

ной полости. Их можно вычислить путем использо-

вания формул дробно-линейного конформного пре-

образования с учетом следующих факторов: 

– конформное отображение преобразует окруж-

ности небольшого диаметра также в окружности с 

точностью до малых высших порядков [13], поэтому 

цилиндрические провода малого радиуса, преобра-

зуются в провода круглого сечения; 

– при конформных преобразованиях сохраняют-

ся потенциалы электродов, собственные и взаимные 

емкости, потенциальная энергия электрического 

поля [14], отсюда следует неизменность потенци-

альных коэффициентов;  

– при преобразованиях изменяются конфигура-

ция и линейные размеры электродов, напряженность 

поля и плотность зарядов. 

Для применения первой группы формул Макс-

велла необходимо отобразить круг Z подземной по-

лости в верхнюю полуплоскость W (рис. 1), записать 

формулы для отображения и затем определить по-

тенциальные коэффициенты по формулам для плос-

кой проводящей земли. 

Отображение круга на верхнюю полуплоскость 

производится преобразованием 

kz

aza
w






~
,                               (1) 

где a , k  – комплексные константы, a~  – сопря-

женный комплекс a  [13]. 

Выражение (1) при k = –1, ja   для круга 

единичного радиуса может быть представлено в 

виде, совпадающем с формулами (7–17) в работе 

[15, 16] 
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Рис. 1. Поперечные сечения областей 

в пространстве Z и W 

Fig. 1. Cross-sections of regions 

in space Z and W 

 

Преобразование для круга радиусом 0
r  с цен-

тром в точке 000 yjxz   производится по следу-
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ющим формулам: 
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 ; 
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 . 

После нахождения преобразованных радиусов 

проводов 
ir

r  и координат их центров  
ivui

rr ,  в 

пространстве W определяются собственные и вза-

имные потенциальные коэффициенты: 
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Из одинаковости энергии электрического поля в 

пространствах Z и W [14] следует равенство потен-

циальных коэффициентов. По ним для каждой груп-

пы могут быть определены собственные и взаимные 

частичные емкости, необходимые для построения 

решетчатой схемы замещения многопроводного 

элемента [11]. 

Алгоритм расчета собственных и взаимных ем-

костей подземной группы проводов включает пять 

этапов. 

1. Каждая группа предполагается расположенной 

внутри собственной цилиндрической полости в зем-

ле. Производится контроль расположения проводов 

внутри цилиндрической полости: наиболее удален-

ная от ее центра точка провода не должна заходить 

за пределы полости или касаться ее границы. Разные 

полости не должны пересекаться. 

2. Определение отображения окружности прово-

да в пространстве W выполняется следующим обра-

зом. Уравнение окружности для провода радиусом 

i
r , центр которого находится в точке iii yjxz   

плоскости Z, определяется как 

ii
zzr  1 ; 001 zzrz  ; 

(4) 
)(

000 iii
yyjxxr

jvuj

jvuj
r 




 . 

Преобразование формулы (4) приводит к следую-

щим выражениям для окружности в пространстве W: 
222 )()(

irivui
rrvru  , 
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 ; 

00
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ii
 ; 000

,, ryx  – координаты центра 

полости и ее радиус. 

В пространстве W центр провода расположен в 

точке  
ivui

rr , , радиус провода 
ir

r . Центр окружно-

сти пространства Z не совпадает с центром окруж-

ности пространства W. 

3. В пространстве W определяются собственные 

и взаимные потенциальные коэффициенты по фор-

мулам (3). 

Если в полости находится одиночный провод и 

он расположен по ее центру, то емкость провода 

определяется формулой цилиндрического конденса-

тора: 

r

rr




0

10

11
2

)/ln(
; 

11

1

1


C .                 (5) 

4. По потенциальным коэффициентам для каж-

дой группы определяются собственные и взаимные 

емкости проводов. Емкостные связи между прово-

дами разных групп полагаются отсутствующими. 

5. При моделировании подземных проводов 

предполагается учет возможного их контакта с зем-

лей путем задания проводимости активного шунта 

на единицу длины. 

Проверка правильности разработанного алго-

ритма проведена путем сопоставления погонной 

емкости цилиндрического конденсатора, определя-

емой формулой: 

Таблица 1. Сопоставление расчетов с точными формулами 

Table 1. Comparison of calculations with exact formulas 

Объект 
0r , м 0x , м 0y , м 1r , м 1x , м 1y , м 

С1, 

пФ/км 

С2, 

пФ/км 

Разли-

чие, % 

Цилиндрический 

конденсатор 

 

0,15 0 0,15 0,01 0 0,15 20,53 20,50 –0,2 

0,15 0 0,15 0,03 0 0,15 34,55 33,73 –2,4 

0,15 0 0,15 0,05 0 0,15 50,61 46,19 –8,8 

0,15 0 0,15 0,07 0 0,15 72,96 57,97 –20,5 

0,15 0 0,15 0,10 0 0,15 137,1 71,92 –47,6 

Одиночный провод 

над землей 
15 0 15 0,03 0 1,0 13,24 13,35 0,8 
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 ,

а также емкости одиночного провода, расположен-

ного над землей: 

1

1

0

1 2
ln

2

r

y
C




при большой высоте расположения провода, в сопо-

ставлении с расчетами емкости 2
C по представлен-

ному алгоритму. В случае одиночного провода над 

землей сравнение происходит с емкостью 2
C для

полости большого диаметра. Результаты сопостави-

тельных расчетов приведены (табл. 1). Фактически 

здесь речь идет о погрешностях замены провода 

конечного радиуса тонким проводником. 

Можно сделать вывод о том, что провода в ци-

линдрической полости для погрешности не более 

10–13 % необходимо располагать так, чтобы рассто-

яние от оси провода до границы полости было бы не 

менее 60 % радиуса провода.  

Собственные и взаимные индуктивные сопро-

тивления подземных проводов определяются без 

разделения их на группы в предположении малого 

влияния магнитного поля в изоляционных покровах. 

Применение для подземных проводов тех же соот-

ношений для собственных сопротивлений ближней 

зоны, что и для надземных токоведущих частей, 

используется в работах [1, 2], хотя в работе [2] фор-

мула собственного внешнего сопротивления немно-

го отличается от формул работ [1, 17]. Этот подход 

предполагает малое различие магнитного потока 

контура «смежный провод – земля» при подземном 

расположении смежного провода по сравнению с 

надземным. 

Собственное внешнее сопротивление для часто-

ты 50 Гц и высших гармоник практически всегда 

удовлетворяет условию ближней зоны: 

0
r < 0,25 

и определяется следующими формулами: 

0

00
85,1

ln
28 







r
jZ out , Ом/м, 

или 

  frfj

fZ внеш





02,0ln001256,001148,0

001,0
, 

где f – частота, Гц; r – эквивалентный радиус прово-

да (в первой формуле в метрах, во второй – в санти-

метрах);   – удельная проводимость однородной 

земли, См/м; 0
 – магнитная постоянная [11, 17].

Формулы для внутреннего сопротивления проводов 

приведены в работах [11, 18]. 

Сопротивление взаимоиндуктивной связи между 

парой проводов при соблюдении условия 

0
d < 0,25 

определяется по соотношению следующего вида: 

0

00
85,1

ln
28 







d
jZ M , Ом/м,  (6) 

или 

  fdfj

fZ M





02,0ln001256,0005693,0

001,0
, 

где    22

kiki
yyxxd  – расстояние между

проводами i и k с координатами    
kkii

yxyx ,,, , м. 

При косом сближении (рис. 2), если подземный 

провод изолирован от земли и коэффициент затуха-

ния мал, то можно по-прежнему обойтись суммар-

ной наведенной ЭДС по его длине, т. е. использо-

вать интегральное взаимное сопротивление. 

При утечке тока в землю необходимо учитывать 

распределенность параметров провода и наводимой 

ЭДС. По аналогии с работой [3] можно пренебречь 

затуханием и изменением фазы влияющего тока в 

пределах рассматриваемого участка. Длины ячеек 

цепочечной схемы, замещающей многопроводную 

длинную линию, следует выбирать примерно на 

уровне 1/4 толщины скин-слоя в земле. Учет рас-

пределенности требуется и для надземных проводов 

в случае наличия распределенных шунтов при косом 

или параллельном сближении. 

Методика расчета взаимного сопротивления [18] 

при наличии подземных проводов напрямую непри-

менима, поскольку формулы Карсона [5] построены 

на основе дополнения зеркального отображения 

X

0 Провод i

Провод k

dl

1x

2x
x

dz



Li

Z’

Провод k
dl

Z1k Z2k
kidE

Рис. 2. Схема взаимного расположения влияющего и смежного проводов при косом сближении  

и совмещении оси Z’ с проекцией на поверхность земли провода i 

Fig. 2. Scheme of the relative position of the influencing and adjacent wires at oblique convergence and 

alignment of the Z' axis with the projection of the wire i on the ground surface 
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проводов в земле. Можно ограничиться выражения-

ми взаимного сопротивления косого сближения для 

ближней зоны [3], которое при внимательном рас-

смотрении оказывается работающим для расстоя-

ний, превышающих ближнюю зону интеграла Кар-

сона. В соответствии с работой [3] взаимоиндуктив-

ное сопротивление при косом сближении (рис. 3) 

определяется приближенными формулами: 

   ][
tg4

minmax

0
12 aFaF

j
Z L 




 , Ом;   (7) 
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, 

где 21
, hh – высоты расположения влияющего про-

вода и провода, подверженного влиянию (для под-

земного провода высота отрицательна); 

 
0

21

2
1




 jhhhe

; – удельное сопротив-

ление земли; остальные обозначения на (рис. 3). 

Для численной реализации удобно ввести сле-

дующие обозначения: 
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Рис. 3. Схема расположения проводов 

многопроводной системы 

Fig. 3. Wiring layout of a multi-wire system 

Для параллельного сближения сопротивление на 

единицу длины по [3] после подстановки констант 

определяется выражением 

 2
21

2

22

12 ln62831853000,0
hha

ha
fjZ e




 , 

Ом/км. 

При удельном сопротивлении земли более 1 000 

Ом·м и высокой частоте, а также на большом рас-

стоянии между проводами приближенные формулы 

могут давать погрешности. 

Существует, однако, проблема применения цеп-

ных понятий собственного и взаимного сопротивле-

ний, заключающаяся в том, что длина провода, ори-

ентированного по оси Z, относительно которого от-

считываются углы, минимальна, а длины других 

проводов больше, т. е. провод i имеет длину, равную 

22

i
xL  , и это не главное обстоятельство, огра-

ничивающее применение этого подхода. При непа-

раллельных проводах нарушается плоскопараллель-

ная картина поля и использование понятия сопро-

тивления приводит к дополнительным погрешно-

стям. В первом приближении относительной по-

грешностью подхода можно считать величину 

LLxL
i

/)(
22  . Если ограничиться достаточ-

но большой погрешностью в 20 %, то максимальное 

отклонение наиболее «косого» провода равно 

Lx 66,0
m ax

 , или m ax
 = 42º, что вполне прием-

лемо для практически важных случаев. 

При формировании цепочечной схемы для каж-

дой ячейки этой схемы предполагается использова-

ние формул косого сближения (7). 

Проверочные расчеты проведены путем сопо-

ставления следующих результатов: 

– вычислений по приближенным формулам;

– расчетов для почти параллельного сближения

по изложенному алгоритму; 

– расчетов по формулам параллельного сближения.

Полученные результаты приведены для частоты

50 Гц при удельной проводимости земли 0,01 См/м, 

высоте влияющего провода 6 м, высоте провода, 

подверженного влиянию, – 5 м и длине влияющего 

провода 10 км (табл. 2). Вещественные части взаим-

ных сопротивлений, вычисляемые по разным мето-

дам, практически совпадают. 

Данные показывают интересную особенность в 

различиях параметров, определенных по формулам 

[3] и по (6): почти везде последние данные меньше

первых на одно и то же значение 0,005 Ом/км (см.

табл. 2). Относительные различия, однако, находятся

в рамках обозначенной погрешности принятой ап-

проксимации не более 6 % [3].

Расхождения становятся достаточно большими 

только при значительном удалении проводов друг 

от друга, когда расстояние выходит за пределы 
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ближней зоны, для которой предназначена формула 

(6). Можно заметить еще один немаловажный мо-

мент: формулы [3] позиционируются приемлемыми 

также и для значений волнового параметра 

0
d > 0,25. 

Последняя строка (см. табл. 2) приведена для 

оценки границ применимости формул [3]. При ши-

рине сближения параллельных проводов 750 м при-

веденные формулы уже не работают ( 0
d = 

=1,49>0,25). Вычисление сопротивления с помощью 

рядов [18, 19] дает значение 0,027 Ом/км, что отли-

чается от 0,023 Ом/км на 15 %; при увеличении ши-

рины сближения отклонения возрастают. Таким об-

разом, применение формул [3] для вычислений соб-

ственных и взаимных сопротивлений оказывается 

предпочтительным, и они работают на частоте 50 Гц 

до расстояний между проводами 500–750 м. 

Заключение 

Разработанная методика определения собствен-

ных и взаимных сопротивлений в многопроводных 

системах, содержащих подземные провода, предна-

значена для использования в алгоритмах расчета 

режимов электрических сетей в фазных координа-

тах. Методика реализована в программном комплек-

се «Fazonord». 
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Таблица 2. Сопоставление расчетов мнимой части взаимного сопротивления, Ом/км 

Table 2. Comparison of calculations of the imaginary part of the mutual resistance, Ohm/km 

№ 

п/п 

amin, 

м 

amax, 

м 

Z12 паралл. прово-

дов при amin [3] 

Z12 параллельных прово-

дов при amin по формулам 

(6) 

Разли-

чие, % 
Z12 [3] 

Z12 по форму-

лам [18] 

Раз-

личие, 

% 

1 99,9 100 0,145 0,140 3,6 0,145 0,140 3,6 

2 10 100 0,265 0,260 1,9 0,189 0,184 2,7 

3 50 100 0,187 0,182 2,7 0,164 0,159 3,1 

4 50 500 0,187 0,182 2,7 0,091 0,086 5,8 

5 50 1000 0,187 0,182 2,7 0,056 0,048 16,7 

6 1 500 0,284 0,279 1,8 0,103 0,099 4,0 

7 750 750,1 0,023 0,014 39 – – –
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