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Резюме 

Проблема взаимодействия подвижного состава и железнодорожного пути является важнейшей для железнодорожного 

транспорта. До настоящего времени она не решена в полном объеме, видимо, из-за сложности соответствующих мате-

матических моделей. Для решения данной проблемы следует менять парадигму математических моделей, переходя от 

обыкновенных дифференциальных уравнений на обыкновенные дифференциальные уравнения со случайными коэффи-

циентами. Большинство исследователей в расчетах динамики взаимодействия железнодорожного пути и подвижного 

состава вертикальную жесткость пути принимают постоянной величиной в продольном направлении, а это не так. Даже 

в случае «бархатного» пути существует его неравноупругость, жесткости над шпалой и в междушпальном ящике, по 

данным профессоров М.Ф. Вериго и А.Я. Когана, отличаются, такой вывод сделан на основании экспериментальных 

данных Всесоюзного научно-исследовательского института железнодорожного транспорта. Также необходимо учиты-

вать, что жесткости по левым и правым колесам не идентичны. В новой парадигме обыкновенных дифференциальных 

уравнений с переменными, случайными или параметрическими коэффициентами меняются понятия резонанса и устой-

чивости. Из приведенных расчетов видно, что при введении показателя силы тяжести и учете параметров подвижного 

состава, а также жесткости пути под левым и правым колесами, величины подпрыгивания и боковой качки с увеличени-

ем скорости значительно возрастают, что может привести к разгрузке колеса и, как следствие, к его вползанию на го-

ловку рельса. 
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Abstract 

The problem of interaction between rolling stock and railway track is relevant and important for railway transport. To date, it has 

not been fully solved, apparently due to the complexity of the corresponding mathematical models. To solve this problem, it is 

necessary to change the paradigm of mathematical models, moving from ordinary differential equations to ordinary differential 

equations with random coefficients. Most researchers in the calculations of the dynamics of the interaction between the railway 

track and rolling stock, the vertical rigidity of the track is assumed to be a constant value in the longitudinal direction, which is 

not true. Even in the case of a «velvet» track, its non-uniform elasticity exists, the stiffness above the sleeper and in the inter-

sleeper box, according to professors M.F. Verigo and A.Ya. Kogan, differ on the basis of experimental data from All-Union Sci-

entific and Research Institute of Railway Transport. It is also necessary to take into account that the stiffnesses of the left and 

right wheels are not identical. In the new paradigm of ordinary differential equations with variable, random or parametric coeffi-

cients, the concepts of resonance and stability are changing. From the above calculations, it can be seen that with taking into ac-

count gravity in the calculations and the parameters of the rolling stock, as well as the stiffness of the track under the left and 
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right wheels, the values of bouncing and lateral pitching increase significantly with increasing speed, which can lead to unloading 

of the wheel, and as a consequence - to its crawling onto the rail head. 
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Введение 

Современный железнодорожный путь – 

это чрезвычайно сложная конструкция. Для ее 

введения в математические модели учеными, 

занимающимися задачами железнодорожного 

транспорта, были разработаны три математиче-

ские модели железнодорожного пути. Первая – 

это абсолютно жесткий путь, характеризуемый 

только одной геометрической неровностью. Ее 

апологетом был профессор Российского уни-

верситета транспорта (МИИТ) В.Б. Медель, 

утверждавший, что жесткость железнодорож-

ного пути значительно выше жесткости буксо-

вого подвешивания, поэтому жесткостью пути 

можно и нужно пренебречь [1, 2]. Второй мо-

делью была дискретная безынерционная, учи-

тывающая только силы упругости и трения, а 

также геометрическую неровность. Третья мо-

дель называется дискретной инерционной, сле-

довательно, относительно второй модели она 

дополнена «приведенной» массой пути. Дей-

ствительно, каждый из нас, стоявший недалеко 

от железнодорожного пути в момент прохож-

дения поезда, ощущал колебания земляного 

полотна под ногами. По этой причине и была 

введена соответствующая масса, определить ко-

торую можно только экспериментальными ме-

тодами. Последняя континуальная модель с раз-

личными основаниями по Фойгту, Винклеру и 

т.п. себя, вообще говоря, не оправдала по при-

чине сильной задемпфированности системы и 

больших баз тележек, с одной стороны, а с дру-

гой – работники путевого хозяйства строят еще 

более сложные расчетные схемы пути, но в ка-

честве возмущающего фактора принимают про-

сто силу. 

Сотрудники Днепровского национально-

го университета железнодорожного транспорта 

(ДИИТ) и профессор В.П. Ткаченко из Луган-

ского державного университета доказали, что 

дискретная инерционная модель железнодо-

рожного пути вполне пригодна для исследова-

ний взаимодействия подвижного состава и пу-

ти, так как ошибка не превышает 5–7 %. 

Целью данной работы является введение 

в рассмотрение железнодорожниками продоль-

ной неравноупругости пути. Другими словами, 

мы должны сменить парадигму с обыкновен-

ных дифференциальных уравнений на диффе-

ренциальные уравнения с переменными (пери-

одическими) коэффициентами. В результате 

изменяются такие понятия, как резонанс и вли-

яние на него вязкого трения. В старой парадиг-

ме под резонансом понималось совпадение ка-

кой-либо собственной частоты с частотой вы-

нуждающей силы. 

В новой парадигме различают простые и 

комбинационные резонансы суммарного или 

разностного типа. Более того, наличие диссипа-

тивных сил вязкого трения в старой парадигме 

всегда ограничивало резонансную амплитуду. 

В новой парадигме существование диссипатив-

ных сил не гарантирует ухода системы в беско-

нечность, а лишь создает пороговое значение 

для коэффициента параметрического возбуж-

дения. Грубо говоря, поведение обыкновенных 

дифференциальных уравнений с переменными 

(периодическими) коэффициентами принципи-

ально отличается от поведения аналогичных 

уравнений с постоянными коэффициентами. 

Вообще говоря, продольная неравноупругость 

должна нормироваться, как это сделано желез-

нодорожниками в случае геометрических не-

ровностей на поверхности катания рельсов. С 

другой стороны, наука требует совершенство-

вания вопроса взаимодействия подвижного со-

става и железнодорожного пути. 
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Численное доказательство необходимости 

учета продольной неравноупругости 

железнодорожного пути 

Итак, откажемся от используемого прак-

тически всеми железнодорожниками допуще-

ния о постоянстве вертикальной жесткости пу-

ти и рассмотрим движение колесной пары эки-

пажа по неравноупругому пути, описываемое 

уравнениями:  
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Первое уравнение системы (1) описывает 

относительное движение колесной пары в дви-

жущейся системе координат с постоянной ско-

ростью, второе уравнение представляет собой 

переносное движение колесной пары. Из курса 

теоретической механики и физики известно, 

что абсолютное движение твердого тела скла-

дывается из переносного и относительного 

движений.  

Продифференцируем так называемый 

статический прогиб железнодорожного пути 

дважды по времени t и после подстановки ре-

зультатов в первое уравнение системы (1) и не-

сложных преобразований получим дифферен-

циальное уравнение, которое в дальнейшем бу-

дем численно интегрировать:  
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где 2n = (βб + βп) / m – коэффициент демпфиро-

вания колесной пары, 
2
0k  = (cб + c0) / m – квад-

рат собственной частоты консервативной си-

стемы (колесной пары), λ = Ω / k0 – расстройка 

системы по частоте (если она равна единице, то 

исследуемая система находится в области глав-

ного параметрического резонанса). 

Интегрирование осуществлялось числен-

ным методом. В результате получено, что в слу-

чае попадания в область главного параметриче-

ского резонанса, когда диссипативные силы 

меньше критического значения коэффициента 

параметрического возмущения, т.е. μ ≥ μкр, то в 

системе развивается параметрический резонанс, 

причем частота параметрического возмущения 

Ω близка к собственной частоте подпрыгивания 

колесной пары и наличие вязких диссипативных 

сил не способно ограничить резонансную ам-

плитуду. Расчетами установлено, что парамет-

рический резонанс колесной пары подвижного 

состава возникает при коэффициенте парамет-

рического возбуждения более 0,3 (рис. 1). В 

предыдущей парадигме математических моде-

лей такое явление невозможно. Следовательно, 

учет продольной неравноупругости железнодо-

рожного пути обязателен в расчетных схемах 

подвижного состава. 

 
Расчет движения подвижного состава 

по равноупругому пути 

Для разъяснения неравноупругости пути 

возьмем наипростейшую расчетную схему – 

колесную пару, на которую действуют сила, 

приходящаяся со стороны экипажа, сила тяже-

сти самой колесной пары, силы упругости пути 

 

Рис. 1. Параметрический резонанс колесной пары экипажа возникает при μ > 0,3 

Fig. 1. Parametric resonance of a rolling stock wheelset occurs at μ > 0,3 
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и буксового подвешивания. Уравнение движе-

ния такой простой расчетной схемы мы соста-

вим с помощью второго уравнения Ньютона, 

выбрав инерциальную неподвижную систему 

координат: 

,)()( бб zzccmgPzm пп
       (2) 

здесь m – масса колесной пары; P – вес экипажа, 

приходящийся на одну колесную пару; cб, cп – 

жесткость буксового подвешивания и жесткость 

железнодорожного пути (в данный момент со-

всем неважно постоянная эта величина или нет); 

βб, βп – коэффициенты вязкого трения в буксо-

вом подвешивании и в пути; z – абсолютная ко-

ордината подпрыгивания колесной пары. Пере-

пишем (2) в более привычном виде:  
.)()( стбб Рzzcczm пп    

Теперь положим, что жесткость пути по-

стоянна по протяженности, cп = const. Тогда 

избавимся от постоянной правой части заменой 

переменной: 

z = f + q.   (3) 

Взяв от (3) производную по времени, 

считая переменную f константой, получим: 

стбб )())(( Рqfqccqm пп   ,     (4) 
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где 2n – коэффициент демпфирования системы; 

.0б
0

m
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  – собственная частота консерва-

тивной системы. Из второго уравнения системы 

(5) находим так называемый статический про-

гиб железнодорожного пути: 

.
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Первое дифференциальное уравнение си-

стемы (5) описывает собственные колебания 

автономной диссипативной механической си-

стемы. Как известно из теории колебаний, они 

с течением времени затухают, т.е. исчезают. 

По окончании переходного процесса колесная 

пара будет катиться по железнодорожному 

пути спокойно, без колебаний. Это чрезвы-

чайно важное обстоятельство – равноупругий 

железнодорожный путь не является источни-

ком возмущающего воздействия на экипаж. 

Применяя алгоритм Лагранжа второго 

рода и определив потенциальную и кинетиче-

скую энергию, а также функцию рассеивания, 

получим: 

.02 2
0  qkqnq        (6) 

Данное уравнение описывает свободные зату-

хающие колебания. Разумеется, здесь исследо-

вать абсолютно нечего. Так как составляется 

характеристическое уравнение, вычисляются 

его корни и записывается общее решение одно-

родного дифференциального уравнения (6). 

Следовательно, оставаясь в старой пара-

дигме обыкновенных дифференциальных урав-

нений с постоянными коэффициентами, все 

расчетные параметры находятся достаточно 

легко, но при этом не учитываются особенно-

сти при движении по неравноупругому пути. 

 
Расчет движения подвижного состава 

по неравноупругому пути 

Пусть жесткость железнодорожного пути 

будет равна (при условии, что движение вдоль 

пути осуществляется с постоянной скоростью) 
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где с0 – средняя жесткость пути на рельсовом 

звене; μ – коэффициент параметрического воз-

буждения (как показывают натурные экспери-

менты он находится в пределах 0–0,07); l – 

длина составляющей неравноупругости пути, 

например, междушпальное расстояние.  

Подставим (7) в (4) и найдем: 
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Полученное уравнение называется параметри-

ческим, оно не обладает регулярными метода-

ми интегрирования, отсюда получим: 
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Последнее уравнение позволяет нам вы-

числить так называемый статический прогиб 

железнодорожного пути: 

.

6,3
2cos21

2

0б

0
2
0

ст








 






t
l

V

сс

сmk

Р
f  

Упростим данное выражение полагая, что 

c0 / / (cб + c0) 

 

 1, тогда получим: 
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здесь Ω = πV / (3,6l) – частота параметрического 

возбуждения, рад/сек.

 Итак, в действительности так называе-

мый статический прогиб железнодорожного 

пути является функцией времени. Второй член 

в (9) является безразмерным и, кроме того, его 

знаменатель достаточно близок к единице, сле-

довательно, с помощью бинома Ньютона мож-

но записать: 

 

    ...2cos22cos2
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Так как величина коэффициента парамет-

рического возмущения мала, т.е. изменяется в 

пределах 0–0,1, то в правой части формулы (10) 

можно оставить только два первых члена, по-

этому имеем: 

 
.2cos21

2cos21

2
t

t



 

Следовательно, приближенно статический про-

гиб железнодорожного пути представим так: 

 .)2cos(21)(
2
0

ст t
mk

Р
tf   

Так как f(t) – функция времени, поправим 

систему дифференциальных уравнений (8) так: 
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(11) 

Таким образом, первое уравнение систе-

мы (11) описывает относительное движение 

колесной пары в движущейся системе коорди-

нат, второе уравнение представляет собой пе-

реносное движение колесной пары. Из курса 

теоретической механики и физики известно, 

что абсолютное движение твердого тела скла-

дывается из переносного и относительного 

движений [3]. 

Продифференцируем так называемый 

статический прогиб железнодорожного пути 

дважды по времени t и после подстановки ре-

зультатов в первое уравнение системы (11) и 

несложных преобразований получим диффе-

ренциальное уравнение, которое в дальнейшем 

будем численно интегрировать: 
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Приведем (12) к нормальной форме Коши: 
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Численное интегрирование последнего 

уравнения движения колесной пары экипажа по 

неравноупругому железнодорожному пути 

приведены на рис. 2–4. 

Следует отметить, что подпрыгивает ко-

лесная пара довольно своеобразным образом. 

Если допустить равенство собственной частоты 

консервативной системы k0 частоте параметри-

ческого возбуждения Ω, то достаточно быстро 

 
Рис. 2. Подпрыгивание колесной пары в относительном движении, мм 

Fig. 2. Wheelset bouncing during relative motion, mm 
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система уходит в бесконечность. Ускорение 

подпрыгивания достигает порядка 10g. 

Наличие неравноупругости железнодо-

рожного пути вынуждает нас вводить в расчет 

силы тяжести. Это позволит использовать из-

вестный алгоритм уравнений Лагранжа второго 

рода, в котором обобщенные координаты от-

считываются от положения статического рав-

новесия системы. Однако в данном случае 

уравнения Лагранжа нужно написать в виде: 
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 (13) 

В стандартном алгоритме уравнений Ла-

гранжа второго рода правые части обычно рав-

ны нулю. В данном случае обобщенные силы 

Qz и Qφ, несомненно, отличны от нуля. Обоб-

щенные силы определены с помощью принци-

па возможных перемещений. 

Кинетическая энергия колесной пары, ко-

торую примем абсолютно твердым телом, 

имеющим шесть степеней свободы. Согласно 

системе уравнений (13) рассмотрено только 

подпрыгиванием колесной пары z и боковая 

качка φ. Для решения поставленной задачи 

число степеней свободы искусственным обра-

зом было уменьшено до двух, кинетическая 

энергия равна: 
.
2

.
2

2

1

2

1
Т  Jzm ,     (14) 

где m – масса колесной пары; z – подпрыгива-

ние колесной пары; J – момент инерции колес-

 
Рис. 3. Скорость подпрыгивания колесной пары в относительном движении, м/с 

Fig. 3. The speed of the wheelset bouncing in relative motion, m/s 

 

 
Рис. 4. Ускорение подпрыгивания колесной пары в относительном движении, м/с2 

Fig. 4. Acceleration bouncing of the wheelset in relative motion, m/s2 
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ной пары; φ – обобщенная координата, харак-

теризующая боковую качку колесной пары. 

Потенциальная энергия равна: 

   

      .
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2

1
П
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2б
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1б

zmgPszcc

szcc
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n





 

где cб – жесткость буксового подвешивания; cп1, 

cп2  – жесткость железнодорожного пути под 

левым и правым колесом колесной пары. 

При условии размещения упругих и дис-

сипативных элементов в одних и тех же местах, 

функция рассеивания почти идентична потен-

циальной функции. Следовательно, имеем: 

   2б
2

1
Ф  szn . 

Взяв соответствующие частные и прямые 

производные от кинетической, потенциальной 

энергии и функции рассеивания и подставляя ре-

зультаты в уравнения Лагранжа второго рода, 

находим систему дифференциальных уравнений: 
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     (15) 

Система дифференциальных уравнений 

не является однородной или автономной, так 

как содержит правую часть, представляющую 

собой силу статического давления колесной 

пары на путь. Кроме того, анализ выведенной 

системы дифференциальных уравнений (15) 

указывает на тот факт, что разность вертикаль-

ной жесткости пути под левым и правым коле-

сами колесной пары экипажа влияет как на 

подпрыгивание, так и на боковую качку колес-

ной пары. 

Если же допустить, что путь является 

равноупругим, то cп1 = cп2 = c0, система диффе-

ренциальных уравнений (15) примет вид: 
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 (24) 

Эта система дифференциальных уравне-

ний, во-первых, не является автономной или 

однородной, так как содержит правую часть 

отличную от нуля, во-вторых, если отбросить 

последние слагаемые, характеризующие нали-

чие продольной неравноупругости пути, то по-

лучается, что системы дифференциальных 

уравнений (14) и (15) абсолютно идентичны, 

разумеется, этого следовало ожидать. 

Примем, что z = f + q, где f – постоянная 

величина равная: 

)(2 0б сс

mgP
f




 . 

Тогда имеем: 
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  (16) 

Данная система обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений уже является однород-

ной и описывает свободные затухающие (из-за 

наличия сил вязкого трения) колебания. Более 

того, каждое из уравнений системы (16) может 

быть проинтегрировано отдельно, ибо они не-

зависимы друг от друга. 

Приведем уравнение (16) к нормальной 

форме Коши, предварительно записав его в 

векторно-матричном виде: 
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п  – матрица жест-

костных коэффициентов; 












 q – вектор 

обобщенных координат. 

Для решения системы уравнений перейдем 

к нормальной форме Коши )(:  polyroots , по 

методу представленному в [4]: 

,

..



 Gy  

где 
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0
– матрица Коши, а 

иногда ее называют матрицей Хилла (которая 

уже обладает четвертым порядком); ..
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Найдем корни системы дифференциальных 

уравнений, вычислив собственные векторы мат-

рицы Хилла: ;
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С помощью метода Д.К. Фаддеева определим 

значения коэффициентов характеристического 

полинома системы дифференциальных уравне-

ний (16): 

.

1

286546,36657

25218,174255466

















  

Зная коэффициенты характеристического 

уравнения, можно с помощью соответствую-

щей стандартной функции polyroots(…) вычис-

лить его корни и тем самым оценить собствен-

ные частоты  

системы .
193455,176

920977,74








  

Так, система является диссипативной. 

Находим комплексные корни характеристиче-

ского уравнения: 































i

i

i

i

Geigenvals

95009,16850

95009,16850

8753,73473684,12

8753,73473684,12

)(:

 

отметим, что собственная частота подпрыгива-

ния колесной пары равна 73,8753 рад/сек, а бо-

ковая качка – 168,95 рад/сек. Коэффициенты 

относительного вязкого трения составляют 

0,169 для подпрыгивания и 0,295 для боковой 

качки колесной пары. Таким образом, можно 

полагать, что рассматриваемые колебания ко-

лесной пары экипажа демпфированы вполне 

нормально. 

Произведем интегральную оценку жест-

кости железнодорожного пути под колесной 

парой подвижного состава (рис. 5). 

Неизвестно изменение жесткости желез-

нодорожного пути под левым и правым коле-

сами колесной пары экипажа, движущегося по 

неравноупругому пути в продольном направле-

нии. За многие годы экспериментальных иссле-

дований вертикальной жесткости пути никто и 

не изучал отдельно результаты для левого и 

правого колес. Для определения жесткости под 

левым и правым колесом колесной пары введем 

новую переменную , которая будет характери-

зовать сдвиг кривых вертикальных жесткостей 

под колесами. На рис. 6 показано изменение 

вертикальных жесткостей некоторого железно-

дорожного пути под левым и правым колесами 

колесной пары. 

Анализируя представленные данные на 

рис. 6 при  = 0,01, можно сделать вывод, что 

вертикальные жесткости под левым и правым 

колесами колесной пары отличаются не очень 

сильно, и величина этого отличия будет зави-

сеть от величины .  

 
Рис. 5. Интегральная оценка жесткости железнодорожного пути под колесной парой 

подвижного состава, тс/м 

Fig. 5. Integral estimation of railway track stiffness under a rolling stock wheelset, ts/m 
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На рис. 7 представлена оценка прираще-

ния жесткости под левым и правым колесами, 

разница жесткостей под колесами колесной па-

ры отличается всего на 4 %, что может оказать 

существенное значение при определении дина-

мических качеств как железнодорожного пути, 

так и подвижного состава. 

Ниже приведены результаты численного 

интегрирования уравнения движения колесной 

пары по неравноупругому пути (рис. 8–11). 

Расчеты выполнялись с использованием чис-

ленного метода Рунге – Кутты с постоянным 

шагом интегрирования для  = 0,04. Расчеты 

произведены для скоростей движение 40, 60, 80 

и 100 км/ч. 

На рис. 12 приведена интегральная оцен-

ка динамической добавки давления колесной 

пары экипажа на путь для Сибирского региона. 

Из этого рисунка следует, что динамическая 

добавка давления не превышает 4 тс и с увели-

чением скорости движения возрастает. 

 
Рис. 6. Жесткость пути под левым и правым колесами колесной пары, тс/м 

Fig. 6. Rigidity of the railway track under the left and right wheels of the wheelset, ts/m 

 
Рис. 7. Оценка приращения жесткости пути к средней жесткости одной нити пути, % 

Fig. 7. Estimation of the increment of the stiffness of the track to the average stiffness of one thread of the track, % 
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Рис. 8. Подпрыгивание колесной пары при движении по неравноупругому пути в Сибирском регионе, мм 

Fig. 8. Bouncing of the wheelset when moving along the non-uniformly elastic track in the Siberian region, mm 

 

 

 

 
 

Рис. 9. Боковая качка колесной пары экипажа при движении по неравноупругому пути в Сибирском регионе 

Fig. 9. Lateral rolling of a rolling stock wheelset when moving along a non-uniformly elastic track in the Siberian region 
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Рис. 10. Ускорение подпрыгивания колесной пары экипажа при движении 

по неравноупругому пути в Сибирском регионе, в долях g 

Fig. 10. Acceleration of the bouncing of a rolling stock wheelset when moving along 

an unevenly elastic track in the Siberian region, in fractions of g 

 

 

 

 
 

Рис. 11. Ускорение боковой качки колесной пары экипажа, рад/с2 

Fig. 11. Acceleration of the lateral pitching of the wheelset of the crew, rad/s2 
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Рис. 12. Интегральная оценка динамической добавки давления колесной пары экипажа 

на железнодорожный путь, тс 

Fig. 12. Integral estimation of the dynamic component of a rolling stock wheelset pressure upon a railway track, ts 

 

В завершении нашего исследования оста-

новимся на определении областей динамиче-

ской неустойчивости, что вполне естественно 

для параметрических систем. Этих областей 

множество [4–9], но счетное, при этом важное 

практическое значение имеют только главные 

области параметрического резонанса [4]. Для 

нахождения главной зоны динамической не-

устойчивости подпрыгивания колесной пары 

экипажа имеем приближенное, однако явное 

выражение для скорости движения поезда: 

,)1(421
6,3 2220

2,1 



 




kl
V шп  

здесь k0 – собственная частота подпрыги-

вания колесной пары железнодорожного эки-

пажа; n = (βб + + βn) / 2m – коэффициент демп-

фирования колебаний подпрыгивания колесной 

пары; δ = n / k0 – относительный коэффициент 

вязкого трения буксового подвешивания и пу-

ти; μ – коэффициент параметрического возбуж-

дения (или коэффициент изменения жесткости 

пути под шпалой и в междушпальном пролете, 

по данным профессоров Научно-

исследовательского института железнодорож-

ного транспорта М.Ф. Вериго и А.Я. Когана 

они отличаются приблизительно на 30 % [10], а 

в пересчете на коэффициент усиления μ имеем 

около 0,13, в опытах же была зарегистрирована 

порядка 0,1); lшп = 0,543 м – междушпальное 

расстояние для эпюры шпал 1 840 шт. на 1 км. 

На рис. 13 и 14 показаны зоны динамиче-

ской неустойчивости колебаний подпрыгивания 

и боковой качки колесной пары экипажа 

(сплошные линии – для консервативного случая, 

а пунктирные – для диссипативного случая). 

 
Заключение 

Приведенные формулы получены при 

учете в спектральной плотности лишь одной 

скрытой периодичности, имеющей длину меж-

душпального промежутка. Из них следуют сле-

дующие утверждения: 

1. Области динамической неустойчивости 

для подпрыгивания колесной пары и боковой 

качки накладываются на зону эксплуатацион-

ных скоростей современных поездов. 

2. Наличие вязких диссипативных сил в 

системе «экипаж – железнодорожный путь» не 

может полностью исключить параметрические 

колебания подвижного состава, а создает лишь 

пороговые энергетические условия 0,236 и 

0,368, превышение которых приводит к беско-

нечному росту амплитуд колебаний. Другими 

словами, если коэффициент параметрического 

усиления μ будет больше указанных значений, 
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то амплитуды колебаний уйдут в бесконеч-

ность, т.е. система разрушится. 

3. Исследованы зоны простых парамет-

рических резонансов, развивающихся в районе 

критических частот, совпадающих с собствен-

ными частотами консервативной механической 

системы. Следует подчеркнуть, что изменяется 

само понятие резонанса, подразумевающее в 

классической трактовке совпадение собствен-

ных частот системы с какой-либо частотой 

возмущающих сил. 

4. Из теории параметрических систем из-

вестно, что в диссипативных случаях силы вяз-

кого трения могут играть отрицательную роль, 

расширяя с ростом трения области комбинаци-

онных резонансов многостепенных моделей. 

5. Поставленная в работе задача суще-

ственным образом усложнится, если увеличить 

число степеней свободы железнодорожного 

экипажа и принять во внимание, что жесткость 

железнодорожного пути является случайной 

 
Рис. 13. Область параметрического резонанса подпрыгивания колесной пары экипажа, км/ч 

Fig. 13. The range of parametric resonance of the vehicle wheelset bouncing, km/h 

 

 
Рис. 14. Область параметрического резонанса боковой качки колесной пары экипажа, км/ч 

Fig. 14. The range of parametric resonance of the lateral pitching of the vehicle wheelset, km/h 
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величиной. Но развиваться в этом направлении 

транспортная механика будет вынуждена. 

Первые исследования теоретические и 

натурные неравноупругости железнодорожно-

го пути в зоне стыка выполнил в начале 60-х 

гг. прошлого века заслуженный деятель науки 

и техники РФ, доктор технических наук, про-

фессор, бывший заведующий кафедрой взаи-

модействия подвижного состава и пути и ди-

намики локомотивов Омского института ин-

женеров железнодорожного транспорта 

М.П. Пахомов [10, 11]. График изменения 

жесткости пути, полученный им, в указанном 

районе вошел практически во все учебники, 

посвященные динамике локомотивов и ваго-

нов [12]. В то время еще физически не суще-

ствовало знаменитого трактата член-

корреспондента АН СССР В.В. Болотина [5] о 

динамической устойчивости упругих систем, в 

котором разъяснен вопрос о важности пара-

метрических колебаний в физических систе-

мах. Далее сотрудники ДИИТ под руковод-

ством доктора технических наук, профессора 

М.А. Фришмана [13–15] доказали эксперимен-

тально неравноупругость железнодорожного 

пути по его протяженности. Некоторые теоре-

тические результаты были найдены сотрудни-

ками МИИТ, кандидатом технических наук, 

профессором Г.П. Бурчаком и доктором тех-

нических наук, профессором Н.А. Панькиным 

[16–18]. Сложность данного вопроса состоит в 

том, что параметрические системы не облада-

ют регулярными методами их интегрирования, 

и их точные решения никому не известны, а, 

кроме того, ученые-железнодорожники в ос-

новной своей массе являются так называемы-

ми технарями, получившими высшее образо-

вание в технических вузах, в которых изуча-

лись лишь обыкновенные дифференциальные 

уравнения с постоянными коэффициентами. 
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