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Резюме 

Предпосылкой рассмотрения суперпозиции вращений в механизмах является принцип суммирования прямолинейных 

равномерных движений. Цель работы – установить, как в подобной ситуации обстоит дело при сложении вращательных 

синхронных или кратных движений. Задачи исследования состоят в аналитическом описании и построении годографов 

комбинированных вращательных механических движений. Практический аспект темы определяется тем, что во многих 

механизмах, таких как мультиинертный осциллятор, планетарные передачи, приводы фрез в машинах для очистки труб 

больших диаметров и т. п. реализуется суммирование вращательных движений, и форма годографа является полезной 

информацией при проектировании подобных устройств. Установлено, что подобно тому, как результатом сложения 

двух равномерных прямолинейных движений является также равномерное прямолинейное движение, результатом сло-

жения двух равномерных однонаправленных круговых движений является также равномерное круговое движение. Го-

дографом при сложении двух равномерных противоположно направленных круговых движений будет эллипс. В част-

ном случае эллипс может вырождаться в отрезок прямой линии. Определены характеристики эллиптического годографа, 

в том числе большая и малая полуоси, корни характеристического уравнения, эксцентриситет, фокусы, угол наклона 

осей. Решена обратная задача – определение скоростей вращения по виду годографа. При сложении двух несинхронных 

вращений возможны годографы в виде улитки, имеющей сходство с улиткой Паскаля. Полученные результаты могут 

быть использованы при проектировании механизмов, реализующих сложные вращательные движения. 
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Abstract 

The prerequisite for consideration of the superposition of rotations in mechanisms is the principle of summation of rectilinear 

uniform movements. The purpose of the work is to establish how things are in a similar situation when adding rotational syn-

chronous or multiple motions. The objectives of the research are the analytical description and construction of hodographs of 

combined rotational mechanical motions. The practical aspect of the topic is determined by the fact that in many mechanisms, 

such as a multi-inert oscillator, planetary gears, cutter drives in machines for cleaning pipes of large diameters, etc. summation of 

rotational motions is realized, and the shape of the hodograph is useful information in the design of such devices. It was found 

that, just as the result of the addition of two uniform rectilinear motions is also a uniform rectilinear motion, the result of the ad-

dition of two uniform unidirectional circular motions is also a uniform circular motion. When two uniform oppositely directed 

circular motions are added, the hodograph is an ellipse. In a particular case the ellipse can degenerate into a straight line segment.  

The characteristics of the elliptical hodograph are determined, including major and minor semiaxes, roots of the characteristic 

equation, eccentricity, foci, angle of inclination of the axes. The inverse problem – determination of the rotation speeds by the 

type of the hodograph – is solved. When two asynchronous rotations are added, the occurrence of hodographs in the form of a 

snail is possible, which is similar to Pascal's snail. The results obtained can be used in the design of mechanisms that implement 

complex rotational motions. 
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Введение 

Если система отсчета 0x y    движется прямоли-

нейно и равномерно со скоростью V1 в неподвижной 

системе отсчета x0y (рис. 1), и точка а движется 

прямолинейно и равномерно со скоростью V2 в си-

стеме отсчета 0x y   , то в соответствии с принци-

пом относительности Галилея точка а движется 

прямолинейно и равномерно со скоростью V3 в си-

стеме отсчета x0y, а годографом вектора А, соеди-

няющего точки 0 и а, является прямая линия [1, 2].  

Цель работы – установить, как в подобной ситу-

ации обстоит дело при сложении вращательных 

синхронных движений [3–5]. Задачи исследования 

состоят в аналитическом описании и построении 

годографов движений. 

Актуальность настоящего исследования опреде-

ляется тем, что во многих механизмах, таких как 

мультиинертный осциллятор [6, 7], планетарные 

передачи [8–11], приводы фрез в машинах для 

очистки труб больших диаметров [12] и т. п. реали-

зуется суммирование вращательных движений, и 

форма годографа является полезной информацией 

при проектировании подобных устройств [13–18]. 

Пусть точка 0  вращается вокруг точки 0 в си-

стеме отсчета x0y с постоянной угловой скоростью 

ω. Расстояние ρ1 между точками не меняется. Коор-

динатные оси обеих систем отсчета всегда попарно 

параллельны. Точка а вращается вокруг точки 0  в 

системе отсчета 0x y    с постоянной угловой скоро-

стью –ω или +ω. Расстояние ρ2 между точками не 

меняется. 

Рис. 1. Сложение движений 

Fig. 1. Addition of motions 

Разнонаправленные вращения 

Теорема 1. При разнонаправленных вращениях 

точек а и 0  годографом вектора А является эллипс. 

Доказательство.  

Координаты точки 0  в системе x0y: 

1 1 1cos( )x t     , 1 1 1sin( )y t     . (1) 

Координаты точки а в системе 0x y   : 

2 2 2cos( )x t     , 2 2 2sin( )y t     . 



ОРИГИНАЛЬНАЯ СТАТЬЯ 
 

 

2021. № 2 (70). С. 24–30 Современные технологии. Системный анализ. Моделирование 

26 © И. П. Попов, 2021 

Здесь 1 , 2  – начальные углы. 

Координаты вектора А в системе x0y: 

1 2 1 1 2 2cos( ) cos( )x x x t t           , 

1 2 1 1 2 2sin( ) sin( )y y y t t           . 

1 1 2 2cos ( cos cos )x t         

1 1 2 2sin ( sin sin )t      , 

 1 1 2 2sin cos cosy t        

 1 1 2 2cos sin sint      . 

 

Отсюда следует, что 

 1 1 2 2

2 2

1 2

cos cos
sin

y
t

    
  

 
 

 1 1 2 2

2 2

1 2

sin sinx     
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 1 1 2 2

2 2

1 2

cos cos
cos

x
t
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2 2

1 2

( sin sin )y    


 
. 
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1 1 2 2 1 1 2 2
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2 2
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2 cos cos sin sin
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xy        
 

 
, 

 

2 2 2

1 2 1 2 1 2

2
2 2

1 2

2 cos( )x           


 

 

 

2 2 2

1 2 1 2 1 2

2
2 2

1 2

2 cos( )y           
 

 

 

 

 
1 2 1 2

2
2 2

1 2

4 sin
1

xy   
 

 

.                 (2) 

Это уравнение эллипса.  

Теорема доказана. 

 

Теорема 2. Большая и малая полуоси эллипса (2) 

равны соответственно 1 2( )    и 
1 2  . 

 

Доказательство.  

Обратным отсчетом времени можно добиться, 

чтобы 
1 2   , а поворотом координатных осей – 

чтобы 
1 2 0    . Тогда (2) примет вид: 

 

 

 

 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

2 2
1

x y           
 

   

, 

   

2 2

2 2

1 2 1 2

1
x y

 
   

                   (3) 

(канонический вид). 

Теорема доказана. 

 

Следствие 1. При 
1 2      эллипс (2) вы-

рождается в отрезок прямой линии длиной 4ρ. 

Следствие 2. Корни характеристического урав-

нения эллипса равны 

 
2

1 1 2p p   ,  
2

1 1 2p p   . 

Следствие 3. Эксцентриситет эллипса равен от-

ношению среднегеометрического значения величин 

1  и 
2  к их среднеарифметическому значению: 

1 2

1 2( ) / 2

 
 

 
. 

Следствие 4. Фокусы эллипса (для канонической 

формулы (3)) равны 

 1,2 1 22 ,0f     . 

Теорема 3. Оси эллиптического годографа по-

вернуты на угол 
1 2( ) 2    в системе отсчета x0y. 

Доказательство.  

При повороте координатных осей на угол 

1 2( ) 2    выражение (3) принимает вид: 

2

1 2 1 2

2

1 2

cos sin
2 2

( )

x y
    

 
 


 

 

2

1 2 1 2

2

1 2

sin cos
2 2

1
( )

x y
    

  
 

 
 

, 

 

2 2 2

1 2 1 2 1 2

2
2 2

1 2

2 cos( )x           


 

 

 

2 2 2

1 2 1 2 1 2

2
2 2

1 2

2 cos( )y           
 

 

 

 

 
1 2 1 2

2
2 2

1 2

4 sin
1

xy   
 

 

, 

что совпадает с (2). 

Теорема доказана. 
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На (рис. 2) 
1 120   , 

2 30    , следовательно, 

оси эллипса повернуты на 45 . 

 

 
Рис. 2. Эллиптический годограф 

Fig. 2. Elliptical hodograph 

 

Теорема 4. Доказывается обратным ходом рас-

суждений. 

Если годографом вектора А является эллипс с 

полуосями 
1 2( )    и 

1 2  , то точка а вращается 

вокруг точки 0  с постоянной угловой скоростью –

ω в системе отсчета 0x y   . 

 
Однонаправленные вращения 

Теорема 5. При однонаправленных вращениях 

точек а и 0  годографом вектора А является окруж-

ность с центром в точке 0. 

Доказательство.  

Координаты точки 0  в системе x0y определяют-

ся выражением (1). 

Координаты точки а в системе 0x y   : 

2 2 2cos( )x t     , 2 2 2sin( )y t     . 

 

Координаты вектора А в системе x0y: 

1 2 1 1 2 2cos( ) cos( )x x x t t           A , 

1 2 1 1 2 2sin( ) sin( )y y y t t          A . 

Квадрат вектора А равен 
2 2 2 2 2

1 1 2 2cos( ) cos( )x y t t        A AA  

1 2 1 22 cos( )cos( )t t           

2 2 2

1 1 2 2sin ( ) sin( )t t        

1 2 1 22 sin( )sin( )t t           

... 
2 2

1 2 1 2 1 22 cos( )       . 

Длина вектора А неизменна, следовательно, его 

годографом является окружность.  

Теорема доказана. 

 

Следствие. Вектор А вращается с угловой скоро-

стью ω в системе отсчета x0y. 

Это вытекает из того, что форма треугольника 0

0 а неизменна, а его сторона 0 0  вращается с угло-

вой скоростью ω. 

Теорема 6. Доказывается обратным ходом рас-

суждений. 

Если годографом вектора А является окруж-

ность, то точка а вращается вокруг точки 0  с по-

стоянной угловой скоростью   в системе отсчета 

0x y   . 

Теорема 7. Если точка а неподвижна в системе 

отсчета 0x y   , то годографом вектора А является 

окружность радиуса 1 , координаты центра которой 

в системе отсчета x0y равны 1 2 2cosx    , 

1 2 2siny    . 

Доказательство.  

Координаты точки 0  в системе x0y определяют-

ся выражением (1). 

Координаты точки а в системе 0x y   : 

2 2 2cosx    , 2 2 2siny    . 

Координаты вектора А в системе x0y: 

1 2 1 1 2 2cos( ) cosx x x t         A , 

1 2 1 1 2 2sin( ) siny y y t        A , 

2 2 1 1cos cos( )x t      A , 

2 2 1 1sin sin( )y t      A , 

2 2 2

2 2 2 2 1( cos ) ( sin )x y     A A
. 

Теорема доказана. 

 
Пример сложения кратных вращений 

Пусть точка а вращается вокруг точки 0  в си-

стеме отсчета 0x y    с постоянной угловой скоро-

стью 2   и 1 2 0    . 

 

Координаты точки 0  в системе x0y: 

1 1 cosx t   , 1 1 siny t   . 

Координаты точки а в системе 0x y   : 

2 2 cos2x t   , 2 2 sin 2y t   . 

Координаты вектора А в системе x0y: 

1 2cos cos2x t t    A , 

1 2sin sin 2y t t     A . 

Годограф вектора А (улитка) при 1 2    изоб-

ражен далее (рис. 3).  
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Рис. 3. Улиточный годограф 

Fig. 3. Snail hodograph 

 

Уравнение этой улитки в полярных координатах 

имеет вид: 

1

2
2 2cos

3
     . 

Для сравнения дана формула улитки Паскаля, 

имеющая заметное внешнее сходство, – 

cosb a    . 

Условием возникновения петли улиточного го-

дографа является неравенство 

1 2sin sin 2t t     , 

1 2sin 2sin cost t t      , 

1 22 cos t    . 

При 1 22    петля не возникает (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Улиточный годограф без петли 

Fig. 4. Snail hodograph without a loop 

 
Заключение 

Подобно тому, как результатом сложения двух 

равномерных прямолинейных движений является 

также равномерное прямолинейное движение, ре-

зультатом сложения двух равномерных однонаправ-

ленных круговых движений является равномерное 

круговое движение. 

Годографом при сложении двух равномерных 

противоположно направленных круговых движений 

является эллипс. 

При сложении двух несинхронных вращений 

возможны годографы в виде улитки. 

Полученные результаты могут быть использова-

ны при проектировании механизмов, реализующих 

сложные вращательные движения. 
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Резюме 

Потребность в импортозамещении, проектировании и производстве аппаратуры связи для железнодорожного транспорта 

выдвигает требования по взаимодействию участников рынка радиоаппаратуры. Предложено использование методик циф-

ровизации для создания цифрового двойника продукции и технологии его изготовления. Приведены основные параметры 

конструктора коаксиальных радиокомпонентов для сбора информации о требованиях потребителей. При формировании 

представительства предприятия-производителя коаксиальных радиокомпонентов необходимо создать конструктор изделия 

для подбора и моделирования конструкции и характеристик потребителями продукции. Основные параметры конструктора 

должны включать в себя нормируемые характеристики с диапазоном допустимых значений по видам изделий. Сбор и об-

работка информации об использовании конструктора потребителями позволит начать формировать цифровой портрет по-

требителя, данные о котором должны быть дополнены информацией из других источников, в том числе не формализуемой 

информацией, получаемой из блогов, научных статей, тематических сообществ в Интернете. Создание цифрового двойника 

технологии производства коаксиальных радиокомпонентов позволит осуществлять дополнение и изменение параметров 

конструктора изделия по мере совершенствования технологий изготовления и расширения диапазона нормируемых харак-

теристик, а данные цифрового портрета потребителя обозначат направления для совершенствования технологий и приве-

дения их в соответствие требованиям потребителя. Возрастающие требования к аппаратуре передачи данных приводят к 

потребности применения новых изоляционных материалов, обеспечивающих радиационную стойкость и диэлектрическую 

проницаемость коаксиальных радиокомпонентов, оборудования, оснащенного программируемыми логическими контрол-

лерами и техническими системами регулирования. Необходимым условием для обеспечения работоспособности автомати-

зированной системы технологической подготовки производства является применение высокоточных станков с числовым 

программным управлением для микромеханики, контрольно-измерительных машин, автоматизированных линий для галь-

ванического покрытия и сборки, способных передавать данные о выполненных операциях и устанавливать рассчитанные в 

автоматизированной системе технологической подготовки производства параметры обработки с учетом фактических пара-

метров качества, полученных на предыдущих операциях. 
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