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Устойчивость работы параметрического умножителя  

числа фаз на основной частоте 
 

И. М. Бедрицкий, К. К. Жураева, Л. Х. Базаров 
Ташкентский государственный транспортный университет, г. Ташкент, Республика Узбекистан 
 

Резюме 

Умножители числа фаз находят применение в устройствах автоматики, радиоэлектронной аппаратуры, средств связи в 

случаях, когда нет возможности воспользоваться многофазными цепями или их применение связано с определенными 

техническими или экономическими трудностями. Наибольшее распространение получили устройства такого типа в виде 

умножителя числа фаз, которые находят применение в однофазных цепях для питания трехфазных потребителей. С точ-

ки зрения схемотехники, наиболее простыми являются умножители числа фаз на базе нелинейных LC-цепей, имеющие 

высокую надежность и относительно невысокие габариты при питании устройств малой и средней мощности. Однако 

умножители числа фаз на базе LC-цепей при определенных условиях могут работать в резонансных режимах, следова-

тельно, в них могут возникать скачки напряжений или токов. В статье рассматривается работа параметрического умно-

жителя числа фаз, работающего на основной частоте, находящего применение в однофазных цепях для питания трех-
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фазных потребителей, с точки зрения теории устойчивости колебательных процессов. Исследование устойчивости 

умножителя числа фаз проводится по критерию устойчивости Гурвица. Анализируются характерные как схемотехниче-

ские, так и режимные параметры умножителя числа фаз на базе LC-цепей и их влияние на его устойчивую работу. По-

лучены данные, что изменение нагрузки преобразователя числа фаз на базе LC-цепей от короткого замыкания до холо-

стого хода на режим устойчивости не влияет. Сделан вывод, что с точки зрения теории устойчивости колебаний предла-

гаемая цепь является пригодной для разработки реальных умножителей частоты малой и средней мощности. 

Ключевые слова 
устойчивость колебаний, параметрический умножитель числа фаз, критерий устойчивости, границы устойчивости, скач-

кообразное изменение параметров 

Для цитирования 
Бедрицкий И.М. Устойчивость работы параметрического умножителя числа фаз на основной частоте / И. М. Бедрицкий, 

К. К. Жураева, Л. Х. Базаров // Современные технологии. Системный анализ. Моделирование. – 2021. – № 2 (70). – 

С. 43–51. – DOI: 10.26731/1813-9108.2021.2(70).43-51 

Информация о статье 
поступила в редакцию: 12.01.2021, поступила после рецензирования: 09.02.2021, принята к публикации: 25.02.2021 

Stability of the parametric phase number multiplier at 

the fundamental frequency 

I. M. Bedritskii, K. K. Zhuraeva, L. Kh. Bazarov
Tashkent State Transport University, Tashkent, the Republic of Uzbekistan 

Abstract 
Phase number multipliers are used in automation devices, electronic equipment, communications in cases where there is no possibil-

ity to use multiphase circuits or their use is associated with certain technical or economic difficulties. Devices of this type in the form 

of a phase number multiplier, which found application in single-phase circuits for powering three-phase consumers, got the most 

widespread use. From the point of view of circuitry, the simplest are phase multipliers based on nonlinear LC circuits, which have 

high reliability and relatively small dimensions when powering devices of low and medium power. However, phase number multi-

pliers based on LC circuits can operate in resonant modes under certain conditions, hence, voltage or current surges may occur in 

them. The article considers the work of a parametric phase number multiplier operating at the fundamental frequency, used in single-

phase circuits for powering three-phase consumers from the point of view of the theory of stability of oscillatory processes. The sta-

bility of the phase number multiplier is studied according to the Hurwitz stability criterion. The characteristic circuit design and op-

erating parameters of the phase multiplier based on LC circuits and their influence on its stable operation are analyzed. According to 

data obtained, the change in the load of the phase number converter based on LC circuits from short circuit to no-load does not affect 

the stability mode. It is concluded that from the point of view of the theory of vibration stability, the proposed circuit is suitable for 

the development of real frequency multipliers of low and medium power. 
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stability of oscillations, parametric phase number multiplier, stability criterion, stability boundaries, abrupt change of parameters 
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Введение 

Искусственные умножители числа фаз применя-

ются для питания в устройствах автоматики, радио-

электронной аппаратуры, средств связи и электро-

технологических устройств в случаях, когда рядом 

нет многофазных цепей или их применение встреча-

ет технические или экономические трудности [1–5]. 

Наиболее распространенными устройствами такого 

типа являются умножители числа фаз, находящие 

применение в однофазных цепях для питания трех-

фазных потребителей. Самыми простыми с точки 

зрения схемотехники являются умножители числа 

фаз на базе нелинейных LC-цепей [3, 5–7], имеющие 

высокую надежность и относительно невысокие 

габариты при питании устройств малой и средней 

мощности. Однако умножители числа фаз на базе 

LC-цепей могут работать в резонансных режимах, 

следовательно, в них могут возникать скачки 

напряжений или токов. Поэтому исследование 

устойчивости работы LC-умножителей и определе-
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ние границ его устойчивой работы представляет 

существенный научный интерес. 

Постановка задачи 

Рассмотрим параметрический умножитель числа 

фаз по схеме (рис. 1) [7], где 321  , , SSS – площади

сечений стержней; 321  , , LLL – средние длины маг-

нитных линий; 
321  , ,  – мгновенные значения 

магнитных потоков в стержнях магнитопровода; 

21, gg  – активные проводимости первичных обмо-

ток; 21  ,WW – числа витков первичных обмоток; 

21  , ii – мгновенные значения тока в первичных об-

мотках; 21  , gg ii – мгновенные значения тока в прово-

димостях первичных обмоток; 21  , CC – емкости кон-

денсаторов, подключенных параллельно первичным 

обмоткам; 21  , cc ii – мгновенные значения тока в кон-

денсаторах; )sin( im tIi  – мгновенное зна-

чение питающего тока, в первом приближении при-

нятого синусоидальным; )sin( um tUu  – 

мгновенное значение питающего напряжения; 

543  , , WWW – числа витков вторичных обмоток 

умножителя; А, B, C, 0 – соответственно выводы 

начала искусственных фаз умножителя и нулевой 

точки. 

Рис. 1. Параметрический умножитель 

числа фаз 

Fig. 1. Parametric multiplier 

of the number of phase 

С учетом аппроксимации кривой намагничивания 
9bkH  [8–14] после некоторых преобразований 

эта схема опишется системой уравнений 
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где мгновенные значения токов в ветвях цепи могут 

быть найдены из выражений 
2

9
22

2
W

bLk
i


 ;

2

22
22

dt

bd
SCWiC  ;

dt

db
SgWig

2
2222  ; 

1

9

11
1

W

bLk
i


 ;

dt

db
SgWig

1
1111  . В этой упро-

щенной модели умножителя числа фаз не применя-

ется модель характеристики намагничивания сер-

дечника в виде петли гистерезиса [15, 16], так как 

нелинейные индуктивности 1L  и 2L  работают в

режиме, близком к насыщению, а ширина петли ги-

стерезиса близка к нулевому значению.  

Преобразуем систему (1), для чего произведем 

замену переменных: 
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С учетом принятых обозначений получим выраже-

ние для 
dt

dF
: 

N

MFL
D

FAu
kbDb
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Учитывая, что )sin( um tUu   , выра-

жение (1) преобразуется к виду 
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Эту систему используем как основу для исследо-

вания на устойчивость работы параметрического 

умножителя числа фаз. 

Решение задачи 

Найдем общие выражения для исследования 

устойчивости умножителя числа фаз по критерию 

устойчивости Гурвица [17, 18]. Известна система 

дифференциальных уравнений (3), описывающая 

электрическое состояние цепи. Для уменьшения 

числа неизвестных выразим F из (2) и, подставив 

его в (3), после преобразования получим: 
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Преобразуем (4) по методу медленно меняющих-

ся амплитуд, считая, что неизвестные 21  , bb могут

быть представлены следующим образом: 

,cossin

,cossin
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где x, y, m, n – медленно меняющиеся во времени 

амплитуды искомых колебаний. Найдем производ-

ные 
dt

db

dt

db 21 ,  и учитывая, что x, y, m, n медленно 

изменяются во времени, в первом приближении по-

лучим 
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Подставив (5) в (4) получаем: 
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Преобразуем полученные выражения по методу 

гармонического баланса. Для первого выражения 

имеем 
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Приравнивая в (6) коэффициенты при cosωt и 

sinωt получаем 
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Для второго выражения двучлены 
9)cossin( tytx  и 
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преобразуем по биному Ньютона. В полученных 

выражениях степени cosωt и sinωt преобразуем в 

сумму гармоник в первой степени и, не учитывая 

четные гармоники, а также гармоники выше первой, 

будем иметь 
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Обозначим коэффициент при sinωt в (8) через Х, 

при cosωt – через Y, а в выражении (9) коэффициент 

при sinωt через М, а при cosωt – через N. Учитывая 

принятые обозначения и сравнивая коэффициенты 

при sinωt и cosωt, преобразуем полученное выраже-

ние по методу гармонического баланса, получим 

систему: 
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С учетом (6) и (7) имеем систему алгебраиче-

ских и дифференциальных уравнений относительно 

медленно меняющихся амплитуд: 
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Преобразуем систему (10) относительно произ-

водных медленно меняющихся амплитуд, для чего 

выразим из первых двух выражений (10) соответ-

ственно y и x. Получаем 
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При подстановке (12) и (13) в два нижних уравне-

ния системы (10) после преобразований получим си-

стему дифференциальных уравнений относительно 

производных медленно меняющихся амплитуд m и n:  
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Обозначим m и n в установившихся режимах че-

рез m0 и n0. Подставив в (14) вместо m и n их уста-

новившиеся значения, а также приравнивая 

0;0 
dt

dm

dt

dn
, получаем систему алгебраических 

уравнений: 
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Решая систему (15), можно найти установившие-

ся значения амплитуд 0m и 0n . 

Пусть в результате возмущения амплитуды ко-

лебаний получили малые приращения m  и n , т. 

е. mmm  0  nnn  0 . С учетом сказанного 

из (15) получаем: 
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Развернем значения 
dt

nnd )( 0 
и 

dt

mmd )( 0 
из последнего выражения в ряд 

Тейлора по малым приращениям n  и m , и в 

силу их малости ограничимся слагаемыми с 

первыми степенями n  и m . Для указанного 

разложения найдем частные производные: 
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Подставим в найденные выражения значения 0m  и 

0n установившегося режима и введем обозначения:
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Обозначим также 
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Подставляя в выражения для производных вы-

ражения (16) и (17) после преобразований получаем 

систему уравнений, учитывающую приращения 
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Учитывая, что 
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, выражение (18) запишется в виде 
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Обозначим 

.
22

;
22

;
22

;
22

422211211

422211211

DNDYDNDYD

DMDXDMDXD





























(20) 

Алгебраизируем (19) и с учетом (20), получим 

систему 

nmnP

nmmP




   (21) 

Реализация решений 

На основании (21) составим характеристическое 

уравнение, для чего из верхнего выражения (21) вы-

разим m  и подставим в нижнее выражение. Со-

кращая полученное выражение на n , после преоб-

разований получаем 

0)(2  PP . 

В соответствии с критерием Гурвица, для зату-

хания m  и n  необходимо, чтобы выполнялись 

условия: 

0)( ;0)(  .           (22) 

В выражении (22) заменим знаки неравенства на 

знаки равенства, выразим значение α из первого вы-

ражения, после подстановки во второе выражение, а 

также после преобразования получим выражение 

для некоторой функции, точки которой лежат на 

поверхности раздела устойчивого и неустойчивого 

режимов работы цепи: 

 .                    (23) 

Для получения действительных значений α необ-

ходимо, чтобы подкоренное выражение было равно 

нулю или больше нуля, следовательно, возможны 

сочетания   и β только с разными знаками. 

Далее показан график зависимости  , 

представляющий собой поверхности, расположен-

ные над вторым (S1) и четвертым (S2) квадрантами.  

В соответствии с (22), точки функции, лежащие 

под поверхностями S1 и S2 )(   являются 

точками неустойчивой работы устройства; точки, 

принадлежащие поверхностям S1 и S2 

)(  характеризуют работу цепи на гра-

нице устойчивой и неустойчивой областей; точки, 

лежащие выше поверхностей S1 и S2 )(   

характеризуют работу цепи в устойчивой зоне. 

На границе устойчивости возможны два режима 

работы: 

1. При   или  , когда одному значе-

нию α соответствует одно сочетание   и β (режим-

ная точка находится на кривых оА или оА'), принад-

лежащих соответственно поверхностям S1, S2, при-

Рис. 2. График зависимости 

Fig. 2. Dependency graph of 
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чем в этом сочетании   и β в цепи невозможно 

скачкообразное изменение параметров. 

2. При   или  , когда одному значе-

нию ' соответствуют два сочетания   и β, причем

имеются две точки В и В’ возможного неустойчиво-

го равновесия, а в цепи возможны скачкообразные 

изменения параметров. 

Заключение 

Исследования работы умножителя с представ-

ленной схемой (см. рис. 1) при вариации параметров 

C1, C2 = 10–30 мкФ, W1, W2 = 300–450 витков, g1 = 

= 0,0015 Ом
–1

, g1 = 0,0015–0,05 Ом
–1

, Н = 0,1146
9
, 

сталь магнитопровода – Э360 (3424), выполненные 

на основе выражения (23), показывают, что перио-

дический процесс на основной частоте в данной це-

пи устойчив. 

Изменение нагрузки преобразователя числа фаз 

от короткого замыкания до холостого хода на режим 

устойчивости не влияет. 

С точки зрения теории устойчивости цепь пригод-

на для разработки реальных умножителей частоты. 
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Резюме 

Одним из направлений совершенствования уплотнительных соединений, в частности клапанов, работающих при вы-

соких давлениях, температурах, различной агрессивности и в условиях эксплуатационных изменений рабочей среды  

(например, пульсация давления), может быть их частичная, либо полная разгрузка (уравновешивание). Под разгруз-

кой уплотнительного соединения обычно принято понимать компенсацию действия давления рабочей среды на эле-

менты затвора с целью обеспечения в уплотнительном стыке соединения, постоянства усилия герметизации. Раз груз-

ка уплотнительного соединения достигается за счет определенной конструкции затвора, на который действует давле-

ние герметизируемой среды, вследствие чего может достигаться эффект самоуплотнения соединения (при частичной 


