
ORIGINAL PAPER 
 

 

Modern technologies. System analysis. Modeling 2021. No. 2 (70). pp. 145–153 

ISSN 1813-9108 145
  

7. Galkin A.G., Kovalyov A., Okunev A.V. Assessing remained service time of contact-line support under the constant 

load. Advances in Intelligent Systems and Computing. 2020. Vol. 1115. Pp. 693–702. 

8. Kovalyov A.A., Galkin A.G. Ustroistvo dlya izmereniya ugla naklona osi opory kontaktnoi seti (varianty). [A device for 

measuring the inclination angle of the contact system support axis (options)] Patent for invention RU 2340476 C1, December 10, 

2008. Application No. 2007125430/11 dated July 05, 2007. 

9. Kovalyov A.A. Formirovanie upravlyayushhikh vozdeistvii na kontaktnoi seti s uchyotom protsessa razregulirovok opor: 

dis. kand. techn. nauk: 05.22.07 [Formation of management actions in the catenary taking into account the process of misalign-

ment of supports: a Ph.D. (Engineering) diss.: 05.22.07. Ural state transport university. Ekaterinburg, 2008. 

10. Efanov D.V., Gross V.A., Romanchikov A.M., Bolotskii D.N., Vasil’ev A.Yu. Sistema i sposob nepreryvnogo moni-

toringa sostoyaniya kontaktnoi seti relsovogo transporta [The system and method of continuous monitoring of the state of the rail 

transport catenary]. Patent for invention RU 2701887 C1, October 02, 2019. Application No. 2018129315 dated August 

10, 2018. 

11. Efanov D.V., Osadchii G.V., Sedykh D.V., Barch D.V. Organizatsiya nepreryvnogo monitoringa uglov naklona opor 

zheleznodorozhnoi kontaktnoi seti [Organization of continuous monitoring of tilt angles of railway catenary supports]. Transport 

Urala [Transport of the Urals], 2017. No. 2 (53). Pp. 37–41. 

12. Efanov D.V., Osadchii G.V., Barch D.V., Belyi A.A. Permanent monitoring systems of the contact-wire of railroad cate-

nary: the main tasks of implementation. 2019 IEEE East-West Design and Test Symposium, EWDTS 2019, 2019. Pp. 8884442. 

13. Aksyonov N.A. Kovalyov A.A. Sposob kontrolya ugla naklona opor kontaktnoi seti zheleznykh dorog [A method of con-

trolling the inclination angle of railway catenary supports]. Patent for invention RU 2660195 C1, July  05, 2018. zayavka No. 

2017116774 dated May 12, 2017. 

14. Aksyonov N.A., Kovalyov A.A. Razrabotka pribora po kontrolyu ustanovochnykh parametrov opory kontaktnoi seti 

[Development of a device for monitoring the installation parameters of the catenary supports]. Innovatsionnyi transport [Innova-

tive transport], 2017. No. 4 (26). Pp. 49–53. 

15. Aksyonov N.A. Sovremennye sposoby opredeleniya stepeni razregulirovki opor kontaktnoi seti [Modern methods of deter-

mining the degree of misalignment of catenary supports]. Innovatsionnyi transport [Innovative transport], 2016. No. 4 (22). 

Pp. 48–51. 

 

Информация об авторах 

Амиров Султан Файзулаевич – д-р техн. наук, профес-

сор, заведующий кафедрой электроснабжения, Ташкент-

ский государственный транспортный университет, 

г. Ташкент, e-mail: amirovsf@bk.ru 

Бадретдинов Тимур Наильевич – докторант кафедры элек-

троснабжения, Ташкентский государственный транспортный 

университет, г. Ташкент, e-mail: tim_bad2107@mail.ru 

Баянов Ильдар Назипович – докторант, доцент кафедры 

электроснабжения, Ташкентский государственный транс-

портный университет, г. Ташкент, e-mail: ildar-lili@yandex.ru 

Information about the authors 

Sultan F. Amirov – Doctor of Engineering Science, Professor, 

head of the Subdepartment of Power Supply, Tashkent State 

Transport University, Tashkent. e-mail: amirovsf@bk.ru 

 

Timur N. Badretdinov – Doctoral student of the Subdepart-

ment of Power Supply, Tashkent State Transport University, 

Tashkent, e-mail: tim_bad2107@mail.ru 

Il’dar N. Bayanov – Doctoral student, acting Associate Pro-

fessor of the Subdepartment of Power Supply, Tashkent State 

Transport University, Tashkent, e-mail: ildar-lili@yandex.ru 

 

 

DOI 10.26731/1813-9108.2021.2(70).145-153 УДК 621.396.96 

 

Анализ влияния траектории движения динамического управляемого 

объекта на точность определения навигационных параметров 
 

В. В. Ерохин
1
, В. А. Караченцев

2
, Н. П. Малисов

2
 

1 Иркутский государственный университет путей сообщения, г. Иркутск, Российская Федерация 
2 Иркутский филиал Московского государственного технического университета гражданской авиации, 

г. Иркутск, Российская Федерация 

 Ww_erohin@mail.ru 

 
Резюме 

Для реализации требований международной организации гражданской авиации по увеличению пропускной способности 

и эффективности использования воздушного пространства разработана стратегия зональной навигации и ее составляю-

щая – свободная маршрутизация полетов. Целью исследований является анализ влияния траектории динамического 

управляемого объекта на точность определения координат при зональной навигации и свободной маршрутизации поле-

тов. В статье проведен анализ влияния выбранного маршрута полета на точность определения навигационных парамет-

ров в рамках использования алгоритма расширенного фильтра Калмана. Показано, что существует однозначная зависи-

мость радиальной погрешности, геометрического фактора и меры наблюдаемости от угла поворота траектории. На ос-

нове проведенного анализа предложено использовать меру наблюдаемости для формирования критерия оптимизации 

при реализации зональной навигации. Методами имитационного статистического моделирования подтверждена одно-

значная зависимость между геометрическим фактором, мерой наблюдаемости и следом ковариационной матрицы оши-
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бок фильтрации для различных траекторий движения динамического управляемого объекта. Предложенный подход 

представляется более рациональным по сравнению с вычислением ковариационной матрицы ошибок оценивания при 

практической реализации алгоритмов оптимального управления в навигационном процессоре благодаря уменьшению 

объема вычислений. Результаты проведенного анализа позволяют в дальнейшем рассматривать максимум меры наблю-

даемости в качестве решающего правила в задачах оптимизации траектории, в том числе и в алгоритмах управления 

наблюдениями. 
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ность навигационных определений, траектория, геометрический фактор 
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Abstract 

To implement the requirements of the International Civil Aviation Organization of increasing the capacity and use efficiency of 

airspace, an area navigation strategy and its component – free flight routing – have been developed. The aim of the research is to 

analyze the influence of the trajectory of a dynamic controlled object on the accuracy of determining coordinates in the course of 

area navigation and free flight routing. This article analyzes the influence of the chosen flight route on the accuracy of determin-

ing the navigation parameters within the framework of the Kalman’s extended filter algorithm. It is shown that there is an unam-

biguous dependence of the radial error, geometric factor, and observability measure on the trajectory rotation angle. Based on the 

analysis, it is proposed to use the observability measure to form an optimization criterion in the process of implementation of area 

navigation. The methods of statistical simulation have confirmed the unambiguous relationship between the geometric factor, the 

observability measure and the trace of the covariance matrix of filtering errors for various trajectories of movement of a dynamic 

controlled object. The proposed approach seems to be more rational in comparison with the calculation of the covariance matrix 

of the estimation errors while practically implementing optimal control algorithms in the navigation processor because of the 

reduction in the amount of computations. The results of the analysis allow us to consider the maximum of the observability meas-

ure as a decision rule in the problems of trajectory optimization, as well as in observation control algorithms. 
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Введение 

При классическом полете наведение таких дина-

мических управляемых объектов (ДУО), как воз-

душные суда и беспилотные летательные аппараты 

обеспечивается за счет наземных радионавигацион-

ных средств, а маршруты прокладывают через ази-

мутальные радиомаяки, что приводит к серьезному 

уплотнению маршрутов. В то же время полеты про-

ходят через заданные пункты по утвержденным 

трассам, которые имеют ряд изломов. Для реализа-

ции требований международной организации граж-

данской авиации по увеличению пропускной спо-
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собности и эффективности использования воздуш-

ного пространства разработана стратегия свободной 

маршрутизации полетов. Согласно данной стратегии 

экипажам предоставляется возможность выполнять 

полет по оптимальному, в соответствии с заданным 

критерием, маршруту [1, 2]. При решении задачи 

построения маршрута полета необходимо учитывать 

требованиями безопасности, условия воздушной об-

становки, расхода топлива, длительности полета, 

точностные характеристики самолетовождения и др. 

[3, 4]. Предлагаемый подход позволит повысить без-

опасность и экономичность авиационных перевозок, 

а также рационально использовать воздушное про-

странство [5].  

Основная цель свободной маршрутизации поле-

тов заключается в выведении ДУО по требуемой 

траектории в заданную область пространства за ми-

нимальный интервал времени при высокой точности 

навигационных определений и обеспечении требуе-

мого уровня безопасности полетов. При этом дости-

гаются экономия топлива и времени за счет распре-

деления ДУО по наиболее коротким маршрутам. 

Реализация свободной маршрутизации полетов воз-

можна только при высокой точности навигационно-

го обеспечения за счет комплексной обработки ин-

формации в инерциально-спутниковых системах 

навигации (ИССН) [6, 7]. В то же время, при реше-

нии ряда задач, системы спутниковой навигации не 

удовлетворяют требуемым навигационным харак-

теристикам, что обусловлено влиянием различных 

показателей, в том числе геометрического фактора 

(ГФ) [6, 7]. Погрешности, обусловленные влиянием 

дестабилизирующих факторов, существенно влияют 

на точность навигации. Далее представлены марш-

руты полета при зональной и классической навига-

ции (рис. 1) (HDOP – Horizontal Dilution of Precision 

– горизонтальный геометрический фактор). 

Для устранения недостатков спутниковой навига-

ции применяют функциональные дополнения [7], в 

частности, контрольно-корректирующие станции. В 

качестве канала обмена навигационной информацией 

предлагается использовать ультракоротковолновую 

линию передачи данных радиовещательного автома-

тического зависимого наблюдения (АЗН-В). При ор-

ганизации обмена навигационной информацией вза-

имодействующие объекты системы АЗН-В представ-

ляют собой навигационные опорные точки (НОТ) [8]. 

Пропадание сигналов навигационных спутников 

(НС) в случае преднамеренных и непреднамеренных 

помех снижает точность местоопределения в борто-

вой аппаратуре глобальной навигационной спутнико-

вой системы (ГНСС), в то же время абоненты АЗН-В 

создают избыточное количество НОТ [8–11]. В 

ГНСС НОТ являются НС, которые находятся на 

фиксированных орбитах и формируют более ста-

бильный ГФ. В системе АЗН-В НОТ могут быть 

подвижные и неподвижные объекты: наземные 

станции, воздушные и морские суда и др. Объекты 

АЗН-В образуют многопозиционную систему, по-

грешности определения координат в которой зави-

сят от траектории (маршрута) полета ДУО (рис. 2). 

В работе [8] приведены результаты исследования 

эффекта уменьшения погрешностей бесплатфор-

менной инерциальной навигационной системы при 

маневрировании ДУО. В частности, отмечено уве-

личение наблюдаемости определения курса при из-

мерениях скорости. Кроме того, в [12] приведена 

иллюстрация зависимости среднеквадратического 

отклонения (СКО) определения курса от геометрии 

решения задачи определения местоположения и 

рассмотрены различные методы траекторного 

управления наблюдением. Результаты исследований 

[13] демонстрируют изменение ГФ при маневриро-

вании ДУО.  

 
Рис. 1. Маршруты полета при классической и зональной навигации 

Fig. 1. Flight routes for classical and area navigation 
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Погрешности навигационных определений в 

ИССН зависят от различных условий функциониро-

вания, в том числе от ГФ, характеризующего взаим-

ное положение объектов. Изменение маршрута по-

лета может повысить, либо снизить точность пози-

ционирования, что обусловливается характером ма-

неврирования и начальным состоянием системы.  

Цель работы – исследование влияния 

траектории ДУО на точность определения 

координат при свободной маршрутизации полетов. 

 
Математическая модель 

Для построения траектории при движении по 

маршруту применим модель ДУО, имитирующую 

управляемый полет, которая характеризуется векто-

ром переменных состояний: 

T
t,mttVt,ztytxtx )()(),(),()(),()(  , (1) 

где x, y, z – пространственные координаты;  

V – истинная воздушная скорость;  – курс; m – 

масса [14]. 

Динамика переменных вектора (1) представлена 

системой дифференциальных уравнений: 
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где  – угол крена;  – угол наклона траектории; d – 

сила лобового сопротивления; g0 – ускорение сво-

бодного падения; L –подъемная сила; T – сила тяги 

двигателя;  – расход топлива; zyx wwwW ,,  – 

вектор скорости ветра.  

Согласно методике расчета , силы L и d, приве-

денной в [15], вычисления производятся следующим 

образом: 

2

2
V

SC
L L 
 ; 

2

2
V

SC
d d 
 , 

где Cd – коэффициент лобового сопротивления; CL – 

коэффициент подъемной силы;  – плотность возду-

ха; S – площадь крыла.  

В (1), (2) значения величин z, V, m, T, ,  зада-

ются исходя из действующих ограничений на пара-

метры ДУО. Управляющими сигналами являются 

угол наклона траектории , тяга двигателя Т, угол 

крена . 

 
Постановка задачи  

Уравнения (2) в векторно-матричной форме 

имеют стандартный вид:  

)()()()()()(
)(

twtGtutBtxtF
dt

tdx
 ,

 (3) 

)],0([)0( xMx 
 

где u(t) – вектор управляющих сигналов;  

u(t)  U – множество допустимых значений управ-

лений; F(t) – матрица динамики системы; B(t) – мат-

рица коэффициентов управления; w(t) – белый гаус-

 
Рис. 2. Обмен информацией между взаимодействующими объектами в системе  

радиовещательного автоматического зависимого наблюдения 

Fig. 2. Exchange of information between interacting objects in the system 

broadcast automatic dependent surveillance 
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совский шум с нулевым математическим ожиданием 

и корреляционной матрицей 

)()(]([  ttQt)w(t)wM T
; Q(t) – положительно 

определенная матрица штрафов; G(t) – матрица ин-

тенсивности шумов; М[•] – операция вычисления 

математического ожидания [16]. 

Для получения уравнения измерений необходи-

мо учесть, что определение местоположения ДУО 

осуществляется в псевдодальномерном режиме, т. е. 

результаты навигационных измерений представляют 

собой псевдодальности (ПД): 

– ДУО – НС D1, D2,…, Dт, где m – число прини-

маемых сигналов от НС; 

– ДУО – НОТ Dm+1, Dm+2,…, Dn, где n – число

принимаемых сигналов от НОТ. 

Уравнение наблюдений имеет следующий вид: 

)()()()( tntxtHt ξ , 

где 

T
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)()(])()([  ttRtntnM T
. 

Элементы матрицы 

T

НОТНС DD
H 


















xx

определяются как частные производные ПД по со-

ответствующим переменным вектора состояния x(t), 
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)()()()(

– значение псевдодальности от местоположения

ДУО до i-го НС или НОТ; xi, yi, zi, – координаты i-

го НС или НОТ; I (t) = t2 – t1 – длительность вре-

менного интервала между моментами t1 и t2 (за-

держка сигнала); с – скорость распространения

радиоволн; Δτ – расхождение шкал времени НС и

ДУО.

Комплексная обработка навигационной 

информации 

Используя методологию синтеза расширенного 

фильтра калмана [16] получим комплексный алго-

ритм навигационных определений в иссн, опти-

мальный по критерию  

]))(ˆ)())((ˆ)([( TtxtxtxtxM  =min, 

который имеет вид: 
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где )(ˆ tx  – оптимальная оценка вектора состояния 

x(t); K(t) – матричный коэффициент усиления; P(t) – 

матрица ошибок фильтрации.  

В реальности движение ДУО характеризуется 

уравнением 

)()()()()(
)(

tηtutGtxtF
dt

tdx
ggg

g
 , 

(7) 

)],0([)0( gg xMx 

где xg(t)  X – действительный вектор состояния 

ДОУ; (t) – белый шум [17]. 

В соответствии с уравнениями (2)–(7) получим 

выражение для ошибки фильтрации: 

)(ˆ)()( txtxt g ε ;

),()()()()(

)()()())()()((

tntKttxtF

tutGttHtKtF
dt

d

g 



η

ε
ε

(8) 

где F(t) = Fg(t) – F(t). 

Из (8) следует, что ошибка фильтрации содержит 

как детерминированную, так и флуктуационную 

составляющие. При этом детерминированная со-

ставляющая зависит как от структуры системы об-

работки информации, определяемой составом внут-

ренних связей, так и от соответствия Fg(t) и F(t). 

Таким образом: 

)}({)()(
22

tPtrttM  εε ,              (9) 

где )(tε – математическое ожидание (t);

tr{P(t)} – математическая операция по вычислению 

следа ковариационной матрицы [18]. 

С учетом того, что tr{P(t)} не зависит от (t) и 

n(t) запишем: 

).()()()(

)())()()((
)(

txtFtutG

ttHtKtF
dt

td

g

 ε
ε

Погрешности навигационных определений в 

ИССН зависят от интенсивности шумов и помех, а 

также от ГФ. Отличительной особенностью свобод-

ной маршрутизации полетов является возможность 

управления взаимным положением ДУО на основе 

изменения параметров траекторного движения.  

Для оценки влияния маршрута полета на точность 

определения координат используется ГФ К – коэф-
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фициент, учитывающий взаимное положение НОТ и 

ДУО. Значение ГФ определяется по формуле [7]: 

  .
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где n – число псевдодальностей до спутников; m – 

число псевдодальностей до НОТ (наземных, воз-

душных). 

Среднеквадратическая радиальная ошибка СРО 

(СРО) и среднеквадратическое сферическое откло-

нение ССО (ССО) определяются по формулам: 

,; ПДСCОПДСРО KK XY 
 

где ПД – СКО погрешности определения ПД [7]. 

Использование ГФ для анализа точности место-

определения по данным многопозиционных радио-

навигационных систем позволяет проводить пара-

метрические исследования без учета данных о точ-

ности определения ПД [7].  

Ввиду того, что наблюдаемость переменных со-

стояния ДУО является необходимым условием их 

качественной оценки, перед синтезом навигационно-

го процессора на основе фильтра Калмана требуется 

исследовать ИССН на наблюдаемость. Характери-

стикой точности оценки навигационных параметров 

является мера наблюдаемости, которая при бесконеч-

но малом значении времени наблюдения t = tk – t0 

определяется выражением: 

 

kt

t

TT tHHHdtH

0

Г .               (11) 

Очевидно, что чем больше значение det Г, тем 

выше точность оценки )(ˆ tx . При этом, если наблю-

дается только часть элементов )(tx , то det Г = 0, 

следовательно, вектор )x(t  не определяется [18]. 

Значит, мера наблюдаемости может выступать в 

качестве показателя эффективности при анализе 

влияния маршрута (траектории) полета ДУО на точ-

ность оценки переменных состояния. 

Такими образом, det Г может использоваться как 

мера наблюдаемости системы траекторного 

управления ДУО. С помощью меры наблюдаемости 

можно дать количественную оценку «хорошо» и 

«слабо» наблюдаемым навигационным параметрам, 

что даст возможность принимать решение об 

управлении траекторией полета с целью повышения 

точности позиционирования. Предложенный подход 

анализа влияния траектории движения ДУО на 

точность местоопределения позволит проводить 

системный анализ навигационного обеспечения 

свободной маршрутизации полетов.
 

Мера наблюдаемости может характеризовать 

наблюдаемость переменных вектора состояния ДУО 

в вертикальной и горизонтальной плоскостях и поз-

воляет количественно определить «хорошо» и «сла-

бо» наблюдаемые координаты. Поэтому меру 

наблюдаемости компонент оцениваемого вектора 

состояния можно использовать для решения задачи 

оптимизации траектории с целью минимизации по-

грешностей определения координат ДУО. При та-

ком подходе решающее правило оптимизации будет 

иметь следующий вид: 
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Проведенный анализ указывает на однозначную 

зависимость радиальной погрешности, геометриче-

ского фактора и меры наблюдаемости от параметров 

траекторного движения. На основе проведенного 

анализа предложено использовать меру наблюдае-

мости для формирования критерия оптимизации при 

реализации зональной навигации. Предложенный 

подход представляется более рациональным по 

сравнению с вычислением ковариационной матрицы 

ошибок оценивания при практической реализации 

алгоритмов оптимального управления в навигаци-

онном процессоре благодаря уменьшению объема 

вычислений. 
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Моделирование и обсуждение результатов 

Методами имитационного статистического мо-

делирования проведены исследования рассмотрен-

ных характеристик. Моделировалась ситуация воз-

душной обстановки в районе аэроузла «Раздолье» 

(рис. 6). Для анализа возможных ситуаций выбраны 

пересекающиеся трассы P 173, UA 310 и UR 478. 

Воздушные суда (ВС) движутся по данным маршру-

там на эшелоне H = 10 600 м. В процессе движения 

ВС вычисляет координаты на основе псевдодально-

стей, моделей навигационных измерений и орби-

тального движения спутников по данным альманаха, 

а также при использовании сигнала станции АЗН-В. 

В качестве исходных данных для моделирования 

использовались параметры характеризующие работу 

ГНСС и АЗН-В: 

– шумы измерений GNSSD,  = 33 м, 
GNSSD,

  = 

0,1 м/с, АЗН,D  = 10 м, 
АЗНD,

  = 0,05 м/с;  

– дискретность отсчетов моделирования полета 

ДОУ по траектории dt = 0,001 с; 

– дискретность поступления данных и обработки 

измерений в фильтре Калмана dT1 = 0,2 с.  

Выполнялось построение маршрутов полета ВС 

на основе модели (1), (2): кривая 1 соответствует 

траектории при полете по наикратчайшему маршру-

ту при зональной навигации? 2 – классической тра-

ектории полета на радиомаяк. 

 

 
Рис. 3. Моделируемые траектории полета 

Fig. 3. Simulated flight paths 

 

Далее представлены результаты расчета ради-

альной среднеквадратической погрешности место-

определения (рис. 4), в соответствии с выражением 

(6) для моделируемых траекторий (см. рис. 3): кри-

вая 1 соответствует траектории полета 1; кривая 2 – 

траектории 2 маршрутного полета по промежуточ-

ным пунктам маршрута. 
Представлены графики горизонтального ГФ HDOP, 

рассчитанные по формуле (10) для моделируемых траек-

торий (рис. 5). 

На (рис. 6) представлены графики меры наблю-

даемости, полученные в результате расчетов на ос-

нове выражения (11) для моделируемых траекторий. 

 
Рис. 4. Среднеквадратическая радиальная ошибка 

Fig. 4. Root mean square radial error 

 

 
Рис. 5. Геометрический фактор 

Fig. 5. Geometric factor 

 

 
Рис. 6. Мера наблюдаемости 

Fig. 6. Measure of observability 

 

Результаты исследований (см. рис. 4–6), указы-

вают на существование однозначной зависимости 

радиальной погрешности, ГФ и меры наблюдаемо-

сти от траектории полета. Чем больше значение det 
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Г, тем выше точность оценки )(ˆ tx , если наблюдает-

ся только часть элементов )(tx , то det Г = 0, следо-

вательно, вектор x(t) не определяется. В то же время, 

чем больше det Г, тем выше точность оценки )(ˆ tx . 

Таким образом, мера наблюдаемости может высту-

пать в качестве показателя эффективности при ана-

лизе влияния траектории полета на точность оценки 

навигационных параметров. 
 

При максимальном значении меры наблюдаемо-

сти достигается минимизация геометрического фак-

тора и радиальной погрешности, что дает основания 

для применения максимума меры наблюдаемости в 

формировании решающего правила в задачах сво-

бодной маршрутизации полетов, в том числе и в 

алгоритмах управления наблюдениями. При практи-

ческой реализации алгоритмов оптимального управ-

ления в специализированных навигационных про-

цессорах изложенный в статье подход представляет-

ся более рациональным за счет уменьшения объема 

вычислений по сравнению с вычислением ковариа-

ционной матрицы ошибок оценивания.  

 
Заключение 

Анализ результатов исследований показывает 

существование однозначной зависимости радиаль-

ной погрешности определения местоположения, ГФ 

и меры наблюдаемости от траектории полета. 

Результаты исследования влияния маршрута по-

лета на точность местоопределения ДУО позволяют 

проводить информационный анализ навигационного 

обеспечения системы траекторного управления и 

выполнять планирование маршрута полета. 

Обоснована возможность использования меры 

наблюдаемости при формировании решающего пра-

вила в алгоритмах оптимизации траектории полета 

ДУО.
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