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Резюме 

Цель исследования состоит в детализации видов механической мощности при гармонических колебаниях. В силу необ-

ратимости тепловой энергии ее производная принимает только положительные значения. Вместе с тем производные 

могут быть взяты как от потенциальной, так и от кинетической энергии. Однако наиболее интересный случай представ-

ляют гармонические колебания, при которых производные (мгновенные мощности) необходимо являются знакопере-

менными функциями, что принципиально отличает их от тепловой мощности. Аналогом кинетической энергии в элек-

тротехнике является энергия магнитного поля катушки индуктивности, аналогом потенциальной энергии – энергия 

электрического поля конденсатора, а механическую тепловую энергию заменяет тепловая же энергия, рассеиваемая 

резистором. Показано, что при механических колебаниях развивается не только знакоположительная тепловая мощ-

ность, но и знакопеременные реактивные мощности, характеризующие обратимость кинетической и потенциальной 

энергий. Под активной мощностью понимается среднее за полпериода значение мгновенной мощности, а под реактив-

ной – амплитудное значение. Полная механическая мощность, с одной стороны, описывается формулой Пифагора, а с 

другой – равна произведению действующих значений гармонических величин. Особенностью комплексного представ-

ления является то, что при вычислении полной мощности один из перемножаемых векторов должен быть сопряженным. 

Представление о механических реактивных, активной и полной мощностях – обобщение соответствующих понятий из 

электротехники, что является проявлением электромеханического дуализма. Поскольку приводы машин и механизмов 

преимущественно электромеханические, механическая реактивная мощность трансформируется в электрическую 

реактивную мощность сети, ухудшая качество электроэнергии. В этой связи учет механической реактивной мощности 

имеет немаловажное значение. 
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Abstract 

The purpose of the study is to detail the types of mechanical power under harmonic oscillations. Due to the irreversibility of 

thermal energy, its derivative takes only positive values. At the same time, derivatives can be taken from both potential and kinet-

ic energy. Wherein, the most interesting case is presented by harmonic oscillations, with the derivatives (instantaneous powers) 

necessarily being sign-changing functions, which fundamentally distinguishes them from thermal power. An analogue of kinetic 

energy in electrical engineering is the energy of the magnetic field of an inductor, an analogue of potential energy is the energy of 

the electric field of a capacitor, and an analogue of mechanical thermal energy is the thermal energy dissipated by a resistor. It is 

shown that during mechanical vibrations, not only a sign-positive thermal power develops, but sign-alternating reactive powers, 

characterizing the reversibility of the kinetic and potential energies do as well. Active power is understood as the average value 

of instantaneous half period power, while reactive power is an amplitude value. The total mechanical power, on the one hand, is 

described by the Pythagorean formula, and on the other hand, it is equal to the product of the effective values of the harmonic 

quantities. The peculiarity of the complex representation is that when calculating the total power, one of the multiplied vectors 

must be conjugate. The concept of mechanical reactive, active and apparent power is a generalization of the corresponding con-

cepts from electrical engineering, which is a manifestation of electro-mechanical dualism. Since the drives of machines and 

mechanisms are predominantly electromechanical, the mechanical reactive power is transformed into the electrical reactive pow-

er of the network, degrading the quality of electricity. In this regard, the consideration of mechanical reactive power is of no 

small importance. 
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Введение 

Механическая энергия бывает обратимой 

– потенциальная и кинетическая, а также необ-

ратимой, например, тепловая при трении. В ка-

честве механической мощности принято счи-

тать временную производную от последней. В 

силу необратимости тепловой энергии ее про-

изводная принимает только положительные 

значения. 

Вместе с тем, производные могут быть 

взяты как от потенциальной, так и от кинетиче-

ской энергии. Наиболее интересный случай 

представляют гармонические колебания [1–4], 

при которых производные (мгновенные мощ-

ности) являются знакопеременными функция-

ми, что принципиально отличает их от тепло-

вой мощности. 

Аналогом кинетической энергии в элек-

тротехнике является энергия магнитного поля 

катушки индуктивности, аналогом потенциаль-

ной энергии – энергия электрического поля 

конденсатора, а аналогом механической тепло-

вой энергии – тепловая же энергия, рассеивае-

мая резистором. 

Цель исследования состоит в детализации 

видов механической мощности при гармониче-

ских колебаниях. 

Актуальность работы обусловлена тем, 

что механические колебания широко 

распространены в разнообразных 

технологических процессах [5–10]. Поскольку 

приводы машин и механизмов являются 

преимущественно электромеханическими, 

механическая реактивная мощность трансфор-

мируется в электрическую реактивную 

мощность сети [11–13], ухудшая качество 

электроэнергии [14–17]. В этой связи учет 

механической реактивной мощности имеет 

немаловажное значение. 

 
Методика 

В 1873 г. Максвелл ввел первую (из двух) 

систему электромеханических аналогий: 

– v (скорость) → I (ток); 

– F (сила) → U (напряжение); 

– m (масса) → L (индуктивность); 

– k (коэффициент упругости) → 1/C (C – 

емкость); 

– r (коэффициент вязкого сопротивления) 

→ R (сопротивление). 

В 1919 г. Вебстер ввел в механику заим-

ствованное из электротехники понятие о меха-

нических реактансах, являющихся аналогами 

электрических реактивных сопротивлений: 

– m (инертный реактанс) → L (индук-

тивное сопротивление); 

– k/ (упругий реактанс) → 1/(C) (ем-

костное сопротивление). 

В соответствии с представленной систе-

мой аналогий формула закона Ома для участка 

электрической цепи U = IZ, 

где    22
/1 RCLZ   – полное сопро-

тивление, имеет дуально механическое выра-

жение: 

F = Vz, 

где z – полное механическое сопротивление 

или механический импеданс (impedance) – 

  22
/ rkmz   (кг∙с-1), как в силу ду-

ального соответствия, так и потому, что в его 

состав входят инертный и упругий реактансы. 

Механический реактанс (reactance): 




k
mx . 

При x = 0 получается известная формула 

– mk / . 

Имеет место резонанс сил, если при этом 

r = 0, то и z = 0. Физический смысл этого со-

стоит в том, что система не оказывает сопро-

тивления внешнему силовому гармоническому 

воздействию [18]. 

В основе дальнейшего рассмотрения ле-

жит электромеханический дуализм или изо-

морфность в математическом смысле электри-

ческих и механических явлений и процессов. 
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Мгновенная механическая мощность, 

равная производной по времени от кинетиче-

ской энергии инертного тела, вычисляется как: 

vfmav
dt

dv
mv

mv

dt

d
q am 















2

2

. 

Другими словами, мгновенная механиче-

ская мощность равна произведению мгновен-

ных значений силы и скорости, что и будет ис-

пользовано в дальнейшем. 

 
Мощность, развиваемая при вынужденных 

гармонических колебаниях инертного тела 

Движение тела описывается известным 

выражением: 

x = l sin ωt. 

Соответственно, мгновенная скорость 

определяется как: 

tvtlxv m  coscos . 

В электротехнике установлено, что для 

гармонической величины действующее значе-

ние меньше амплитудного в √2: 

22

lV
V m 

         (1) 

В соответствии с основной аксиомой ме-

ханики, известной как второй закон Ньютона, 

формула для силы имеет вид: 

tlmxmfa  sin2     (2) 

Формула для силы трения, пропорцио-

нальной скорости: 

tlxf  cos .  (3) 

Результирующая сила равна сумме сил в 

соответствии с формулами (2) и (3): 




























 

t
m

m
t

m

ml

tltlmfff a

sincos

cossin

222222

222

2

. 

Для удобства дальнейших преобразова-

ний можно обозначить: 






m
arctg . 

С учетом этого выражение для результи-

рующей силы примет вид: 

 

 .cos

sinsincoscos

222

222

tml

ttmlf





 

Очевидно, что амплитуда мгновенного 

значения силы находится как 

.222  mlFm  

Действующее значение результирующей 

силы по аналогии с выражением для скорости 

(1) равно: 

.
22

222 


mlF
F m          (4) 

Мгновенная результирующая мощность 

при вынужденных гармонических колебаниях 

инертного тела будет иметь следующий вид: 

 

  
  

 
   

.

2sin1sin2cos1cos

sin2sincos2coscos

cos2cos

cos2cos5,0

coscos

22222

222

iqp

tFVtFV

ttFV

tFV

tml

tltmlfvs













 (5) 

В электротехнике есть выражение для 

мгновенной электрической мощности, анало-

гичное (5) с заменами: 

F → U, V → I. 

В соответствии с ним определяют актив-

ную электрическую мощность: 

P = UI∙cos φ, 

поэтому активную (тепловую) механическую 

мощность тоже следует определять как 

P = FV∙cos φ.     (6) 

Очевидно, что гармонические сила и ско-

рость совершают колебания со сдвигом фаз, 

равным φ. В электроэнергетике величина cos φ 

играет ключевую роль для определения каче-

ства электроэнергии. 

Из приведенной формулы определяют 

реактивную электрическую мощность: 

P = UI∙cos φ. 

Поэтому реактивную (инерционную) ме-

ханическую мощность тоже следует опреде-

лять как: 

Qi = FV∙sin φ.     (7) 

Из формулы (5) следует, что под актив-

ной мощностью понимается среднее за полпе-

риода значение мгновенной мощности, а под 

реактивной – амплитудное значение. В элек-

тротехнике все обстоит аналогичным образом. 

Другим обобщением из электротехники 

является полная механическая мощность: 

22 PQFVS i  .         (8) 
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Она примечательна тем, что, с одной сто-

роны, описывается формулой Пифагора, а с 

другой – равна произведению действующих 

значений гармонических величин. 

Имея в виду (1), (5) и (8): 

.
22

2
sin

32

222

222















ml

m

ml

ml
FVQi

      (9) 

При этом: 

.2sin

2sin2sin5.0

cossin

32

2

tQ

tVFtml

tltmlvf

i

a

a







 

Это соответствует выражениям (5) и (9). 

Имея в виду (1), (4) и (6): 

.
22

2
cos

22

222

222

















l

m

l

ml
FVP

 (10) 

При этом: 

   

 .2cos1

2cos12cos15,0

coscos

22

tP

tVFtl

tltlvf











 

Это соответствует выражениям (5) и (10). 

Имея в виду (8), (9) и (10): 

.
222

22222222 








mllml
FVS  

 
Мощность, развиваемая при упругих 

деформациях 

Выражение для силы имеет вид: 

tklkxf k  sin . 

Имея в виду (3), результирующая меха-

ническая сила будет вычисляться как 

.cossin

cossin

222222

222


























 

t
k

t
k

k

kl

tltklfff k

 

Для удобства дальнейших преобразова-

ний можно обозначить: 




k
arctg . 

С учетом этого выражение для результи-

рующей силы примет вид: 

 

 .cos

coscossinsin

222

222





tkl

ttklf
 

Очевидно, что амплитуда мгновенного 

значения силы имеет вид: 

.222  klFm
 

Действующее значение результирующей 

силы по аналогии с выражением для скорости 

(1) равно: 

.
22

222 


klF
F m        (11) 

Мгновенная результирующая мощность 

при вынужденной гармонической деформации 

упругого тела определяется как 

 

  
  

 
 

  .2sin1sin

2cos1cos

sin2sincos2coscos

cos2cos

cos2cos5,0

coscos

2222

222

dqptFV

tFV

ttFV

tFV

tkl

tltklfvs













(12) 

Имея в виду (5), (6) и (10), активная ме-

ханическая мощность будет находиться как: 

.
2

22
cos

22

222

222

l

k

lkl
FVP
















 

Принимая во внимание (1), (7), (11) и 

(12), механическая реактивная (упругая) мощ-

ность будет иметь следующий вид: 

.
2

22
sin

2

222

222

lk

k

k

lkl
FVQd















      (13) 

При этом: 

.2sin2sin

2sin5,0cossin 2

tQtVF

tkltltklvf

dk

k




 

 

Это соответствует выражениям (12) и (13). 

Очевидно, что полная мощность равна: 

2

2222
22 


kl
PQFVS d . 
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Мощность при колебаниях, связанных 

с гравитационным воздействием 

При отклонении на угол α груза, подве-

шенного на нити длиной L, возникает момент: 

M = mgLα. 

Пусть α = α0∙sin ωt. 

Тогда: 

t
L

g
t  coscos 00

 . 

Мгновенная мощность имеет вид: 

.2sin5,0

cossin

32
0

00

tLgm

t
L

g
tmgLMqg



 
 

Ее амплитуда и, соответственно, реак-

тивная мощность гравитационного воздействия 

определяется как: 

.5,0 32
0 LgmQg   

 
Реактивная, активная и полная мощности в 

комплексном представлении 

По аналогии с электротехникой гармони-

ческую величину можно представить в виде: 

a = A∙sin (ωt + φ) = Im [Aei(ωt+φ)], 

где Aei(ωt+φ) – вращающийся в комплексной 

плоскости вектор. 

Векторы в комплексной плоскости при-

нято изображать для нулевого момента време-

ни. При этом величина: 
  AAeAe iti   . 

называется комплексной амплитудой [18]. 

В [19] показано, что при инертной 

нагрузке: 
2/ j

mm eVV . 

Мгновенная скорость при этом равна: 

mm VtVv Imcos  . 

Формулы для действующих значений ве-

личин принципиально не отличаются: 

2/ jVeV , 












 2
j

FeF . 

Особенностью комплексного представле-

ния, подробно описанного в электротехнике, 

является то, что при вычислении полной мощ-

ности один из перемножаемых векторов дол-

жен быть сопряженным. 

.sincos

222/2

i

jjj
j

jQPjFVFV

FVeFVeVeFeVFS



 






 



















 

Это выражение для инертной нагрузки. 

Отличием упругой нагрузки является то, что 

реактивная мощность имеет противоположный 

знак: 

.sincos

222/2

d
j

jj
j

jQPjFVFVFVe

FVeVeFeVFS














 


















 

При этом: 

VFP   Re , 

VFQ   Im . 

 
Механические реактансы 

Пусть к массивному исполнительному 

органу машины или механизма приложена: 

tFf m  cos .   (14) 

В соответствии с основной аксиомой механики: 

dt

dv
mtFm cos ;  

t

m

v

tdt
m

F
dv

00

cos , 








 





2
cos t

m

F
v m . 

Из этого следует, что амплитуда имеет 

вид: 

m

mm
m

X

F

m

F
V 


 , 

где Xm – инертный реактанс, кг рад/с . 

Полученное выражение можно предста-

вить в комплексном виде [20]: 

m

mmm

X

F

mi

F

m

F
iV 









.       (15) 

Знак «–» обусловлен тем, фаза мгновен-

ной скорости отстает от фазы силы на π/2. 

Комплексные величины, соответствующие си-

нусоиде, обозначаются точкой сверху, прочие – 

подчеркиваются снизу. 

В соответствии с (15) инертный реактанс 

имеет вид: 

miX m  . 

Он характеризует свойство массивного 

тела оказывать сопротивление приводу, понуж-

дающему его совершать колебания. Вполне за-

кономерно, что он определяется массой и ча-

стотой. 

В соответствии с выражением (14) вектор 

силы ориентирован вдоль вещественной оси 

комплексной плоскости, поэтому в соответ-

ствии с формулой (15) вектор скорости ориен-

тирован вдоль мнимой оси (т.е скорость – чисто 
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мнимая). Мгновенное значение реактивной 

(инерционной) мощности: 

qi = fv. 

Эта величина является мнимой, посколь-

ку является произведением мнимой величины v 

на действительную f. 

Реактивная (инерционная) мощность в 

комплексном виде: 


 VFQ i .           (16) 

Реактивная (инерционная) мощность: 

m

m

i XV
X

F
Q 2

2

 . 

Сила трения определяется формулой f = 

μv, отсюда скорость вычисляется как 




f
v . 

Поскольку вектор силы ориентирован 

вдоль вещественной оси комплексной плоско-

сти (14) и μ – вещественная величина, величина 

v является тоже вещественной. 

Мгновенное значение активной (тепло-

вой) мощности: 

p = f∙v. 

Активная мощность тоже вещественная 

величина, поскольку является произведением 

вещественных величин. 

 
Активная мощность в комплексном виде 

В соответствии с (15) и (16) реактивная 

(инерционная) мощность представляет собой 

чисто мнимую величину: 

m

F

iVFQ i

















2

. 

Активная (тепловая) мощность при лю-

бом характере движения, например, развивае-

мая силой трения скольжения, является веще-

ственной величиной. В этой связи реактивная и 

активная мощности являются условно «ортого-

нальными». Следовательно, полная механиче-

ская мощность определяется выражением (8). 

Нетрудно показать, что формула упруго-

го реактанса имеет вид: 




k
iX k . 

Реактивная (упруго-деформационная) 

мощность определяется выражением: 

k

k

d XV
X

F
Q 2 . 

Эта мощность обусловлена способностью 

упругого тела запасать и возвращать потенци-

альную энергию упругой деформации. Реак-

тивная (упруго-деформационная) мощность 

является чисто мнимой величиной. Её знак 

противоположен знаку реактивной (инерцион-

ной) мощности [20, 21]. 

Полная мощность также вычисляется по 

формуле (8). 

В механической системе, состоящей из 

пружины и груза, сумма реактансов будет вы-

числяться следующим образом: 

0

0



k

imiXXX km . 

Если она равна нулю, возникает резо-

нанс: 

0
0

0 



k

imi , 
m

k
0 . 

Активная и реактивная механические 

мощности, являясь условно «ортогональными», 

не складываются. Для полной мощности спра-

ведлив аналог теоремы Пифагора (точно также, 

как в электротехнике). Инертный и упругий ре-

актансы характеризуют свойства массивного и 

упругого тел оказывать сопротивление приводу, 

понуждающему их совершать колебания [21]. 

Последние две формулы демонстрируют 

преимущества использования понятия о меха-

нических реактансах и комплексного представ-

ления. 

В традиционном представлении для по-

лучения формулы собственной частоты коле-

баний маятника требовалось решение диффе-

ренциального уравнения второго порядка, то-

гда как в комплексном виде решение укладыва-

ется в одну строчку. 

 
Механические мощности в векторном 

представлении 

В основе комплексного представления 

лежит идея вращающихся в комплексной плос-

кости векторов. Тот же принцип может быть 

реализован в трехмерном декартовом базисе.  

Из (6)–(8) необходимо следует: 

 VF,P ,  VF,Q , 

   222 VF,VF, S . 

Математическая абстракция с проекция-

ми вращающихся векторов имеет конкретную 
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материальную основу в виде кривошипно-

кулисных механизмов. 

Возможность одновременного описания 

гармонических величин с помощью как век-

торного, так и комплексного представления 

обусловлена их математической совместимо-

стью. Комплексные величины по существу яв-

ляются двумерными векторами в комплексной 

плоскости. 

 
Заключение 

При механических гармонических коле-

баниях развивается знакоположительная тепло-

вая мощность и знакопеременные реактивные 

мощности, характеризующие обратимость ки-

нетической и потенциальной энергий. Полная 

механическая мощность удовлетворяет форму-

ле Пифагора. 

Представление о механических реактив-

ных, активной и полной мощностях является 

обобщением соответствующих понятий о мощ-

ностях из электротехники, что является прояв-

лением электромеханического дуализма [22, 23]. 

В перспективе возможно представление 

рассмотренных механических величин с ис-

пользованием алгебры кватернионов над полем 

вещественных чисел. 
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