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Резюме 

В статье рассмотрен способ получения аналитической зависимости отклика системы на воздействие сигнала сложной 

формы. В некоторых случаях специфика формы кривой воздействующего сигнала не позволяет получить искомую зави-

симость путем классического решения дифференциального уравнения. Отмечено, что в подобной ситуации аналитиче-

ская зависимость искомой физической величины от времени не может быть получена с помощью численных методов 

решения. Поэтому в заданных условиях предложено применение интеграла Дюамеля в качестве наиболее оптимального 

способа решения поставленной задачи. Практической областью применения данного метода является расчет электро-

магнитных переходных процессов в цепях силовой электроники. В качестве примера в статье рассмотрено применение 

интеграла Дюамеля при математическом моделировании быстропротекающих процессов в электрических цепях маги-

стральных электровозов однофазно-постоянного тока. Процессы переключения силовых тиристорных ключей приводят 

к резкому изменению основной электрической схемы протекания тока. Для изучения характера изменения тока в цепях 

тяговых двигателей выполнен вывод его аналитической зависимости от времени. При математическом моделировании 

вычисления проводились для условий, определенных штатным алгоритмом управления в тяговом режиме работы элек-

тровоза, без учета особенностей многоконтурной коммутации тиристорных плеч. Сравнительный анализ результатов 

моделирования и результатов измерений при реальных условиях эксплуатации электровоза показал адекватность со-

зданной математической модели реальным процессам, протекающим в силовых цепях подвижного состава. Полученные 

результаты расчета доказывают возможность использования предложенного подхода для анализа электромагнитных 

переходных процессов в электромеханических системах. 
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Abstract 

The article considers a method for obtaining an analytical dependence of the system response to the impact of a complex waveform 

signal. In some cases, the specificity of the shape of the acting signal curve does not allow obtaining the desired dependence by the 

classical solution of a differential equation. It is noted that in such a situation, finding the analytical dependence of the desired physi-

cal quantity on time rules out the possibility of using numerical solutions. Therefore, under given conditions, the use of the Duhamel 

integral is proposed as the most optimal way to solve the problem. The practical area of application of this method is the calculation 

of electromagnetic transients in power electronics circuits. As an example, the article considers the use of the Duhamel integral in 

mathematical modeling of fast processes in the electrical circuits of single-phase АС main electric locomotives. The switching pro-

cesses of power thyristor switches lead to an abrupt change in the main electrical circuit of the current flow. To study the nature of 

the change in the circuits current of traction motors, its analytical dependence on time was derived. In mathematical modeling, the 

calculations were carried out for the conditions determined by the standard control algorithm in the traction mode of the electric lo-

comotive, without taking into account the features of multi-circuit switching of thyristor arms. A comparative analysis of the simula-

tion and measurement results under real operating conditions of an electric locomotive showed the adequacy of the created mathe-

matical model to real processes occurring in the power circuits of the rolling stock. The obtained results of the calculation prove the 

possibility of using the proposed approach for the analysis of electromagnetic transients in electromechanical systems. 
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Введение 

При решении практических задач неред-

ко возникает необходимость получения анали-

тического выражения функции, описывающей 

исследуемый физический процесс. Однако, для 

сложных функций решение составленных инте-

грально-дифференциальных уравнений невоз-

можно ввиду наличия в этих функциях не-

устранимых точек разрыва. 

Сама задача, нацеленная на получение 

аналитической зависимости, не может быть 

решена с использованием численных методов 

или имитационного моделирования. В таком 

случае альтернативным способом получения 

желаемого результата является применение ме-

тода интеграла Дюамеля [1–7]. В основу метода 

положен интеграл особого вида, позволяющий 

рассчитать отклик системы на изменяющееся 

во времени сложное входное воздействие.  

Путем аппроксимации любое сложное 

воздействие можно представить в виде единич-

ных ступенчатых функций, сдвинутых относи-

тельно друг друга во времени. При этом ре-

зультирующая реакция системы на такие воз-

действия может быть определена исходя из 

принципа наложения. Применение такого 

принципа для расчета переходных процессов в 

электрических цепях позволяет определить ко-

нечную функцию тока как сумму токов, проте-

кающих под воздействием составляющих 

входного напряжения [8–12]. 

В зависимости от удобства и простоты 

вычисления подынтегральных выражений мо-

жет использоваться одна из четырех форм 

классической записи данного интеграла [4]. 

 
Адаптация метода интеграла Дюамеля для 

определения тока в цепи тяговых двигателей 

магистрального электровоза 

Одной из подобных задач является ана-

лиз электромагнитных переходных процессов в 

устройствах силовой и информационной элек-

троники. Причиной тому служит быстрота про-

цессов коммутации в цепях, содержащих полу-

проводниковые безынерционные элементы. 

Электровозы переменного тока являются 

довольно значительным по мощности (до 10 

МВт на один электровоз) потребителем элек-

троэнергии, содержащим преобразователи, по-

строенные на электронной элементной базе 

[13]. В состав силовой схемы большинства со-

временных электровозов входят полупроводни-

ковые тиристорные выпрямительно-

инверторные преобразователи (ВИП), позво-

ляющие при подключении локомотива к кон-

тактной сети переменного тока 25 кВ после вы-

прямления напряжения обеспечить питание 

тяговых электрических машин постоянного то-

ка. При этом за счет применения в составе пре-

образователей тиристоров или транзисторов 

обеспечивается возможность регулирования 

силы тяги двигателей путем изменения средне-

го значения напряжения на их выводах. Кон-

структивно ВИП представляет собой схему, 

состоящую из нескольких параллельно соеди-

ненных мостовых однофазных выпрямителей, 

присоединенным к выводам секционированной 

вторичной обмотке трансформатора электрово-

за. Штатный алгоритм управления преобразо-

вателями электровозов, применяемых в насто-

ящее время, предусматривает четырехзонное 

регулирование напряжения на тяговых двига-

телях по зонно-фазовому принципу [14–17]. 

Зонное регулирование обеспечивается включе-

нием в работу различных секций вторичной 

обмотки трансформатора в пределах всего по-

лупериода сетевого напряжения. Фазовая со-

ставляющая регулирования реализуется путем 

подключения с помощью тиристоров дополни-

тельной секции вторичной обмотки в различ-

ные моменты времени в зависимости от поло-

жения рукоятки контроллера машиниста. 
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Подключение отдельных секций обмоток 

трансформатора вызывает практически скачко-

образное повышение напряжения в цепи вы-

прямленного тока, и напряжение может быть 

аналитически задано кусочно-линейной функ-

цией. В то же время, с учетом наличия в них 

активных и реактивных элементов, выпрямлен-

ный ток является откликом системы на воздей-

ствие сложной функции. 

На основании вышеизложенного в каче-

стве примера использования интеграла Дюамеля 

рассмотрена кривая напряжения на выводах 

ВИП электровоза переменного тока [18] (рис. 1). 

Данная кривая в моменты коммутации 

тиристорных плеч обладает точками разрыва 

первого рода. Следовательно, для того чтобы 

получить аналитическую зависимость функции 

выпрямленного тока от времени, применение 

классического решения дифференциального 

уравнения невозможно, ввиду невыполнения 

условий Дирихле: 

)( dadэкв
d

экв ieiR
dt

di
Lu

d
  

где Rэкв – суммарная величина активного сопро-

тивления контура протекания тока; Lэкв – приве-

денная величина индуктивности этого контура; 

ea(id) – реакция якоря тягового двигателя. 

Следует заметить, что в представленном 

примере не учитывается длительность комму-

тационных процессов, так как на результат ин-

тегрирования эти процессы оказывают незна-

чительное влияние. Однако учет особенностей 

коммутации возможен с применением интегра-

ла Дюамеля аналогичным образом, путем до-

бавления в кривую выпрямленного напряжения 

дополнительных промежуточных интервалов. 

В общем виде функция тока на расчетном 

интервале времени имеет следующий вид: 
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где ik-1 – функция тока на предшествующем 

участке; ΔUk – скачок напряжения в начале 

расчетного интервала; g(t – tk-1) – функция пе-

реходной проводимости на предыдущем участ-

ке; uk(τ) – функция напряжения uk(t) на диапа-

зоне τ ϵ [tk-1; t]; g(t – τ) – функция переходной 

проводимости на диапазоне τ ϵ [tk-1; t]. 

Выражение (1) содержит три составляю-

щие: 

– ik-1(tk-1), определяющая значение иско-

 
Рис. 1. Расчетная форма полупериода выпрямленного напряжения 

Fig. 1. The calculated half-period of the rectified voltage 
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мой функции в конце предшествующего вре-

менного интервала tk-1; 

– ΔUk g(t – tk-1), определяющая переход-

ную функцию в точке разрыва первого рода; 

– 






dtg
d

du
t

t

k

k

)(
)(

1

, определяющая за-

висимость функции тока от функции напряже-

ния на рассматриваемом интервале времени. 

В данном выражении задействованы две 

переменных времени. Это сделано для того, 

чтобы разделить переменную (τ), по которой 

производится интегрирование, и переменную 

(t), определяющую функциональную зависи-

мость величины тока на заданном интервале. 

Кроме того, для выполнения необходи-

мых вычислений на каждом участке определя-

ется переходная функция проводимости конту-

ра протекания тока. Переходная проводимость 

является откликом электрической системы на 

ступенчатый единичный входной сигнал 

напряжения. Общий вид функции переходной 

проводимости представляет собой выражение: 

)1(
1

)( tp

экв

e
R

tg  ,    (2) 

где p – постоянная затухания, которая рассчи-

тывается исходя из суммарной величины ак-

тивного сопротивления Rэкв электрического 

контура протекания тока и приведенной вели-

чины индуктивности Lэкв этого контура. 

При определении аналитических выра-

жений в данном случае наиболее трудоемким 

является определение величины реакции якоря 

тяговых двигателей электровоза. Однако, учи-

тывая реактивный характер наводимой в двига-

теле противо-ЭДС, ее возможно учесть в виде 

нелинейной эквивалентной индуктивности. 

Данное эквивалентирование выполняется для 

установившегося режима работы двигателя по-

стоянного тока, т. е. при неизменной частоте 

вращения якоря. Поскольку механическая со-

ставляющая привода обладает высокой инер-

ционностью по сравнению с электромагнитны-

ми процессами, то корректное преобразование 

реакции якоря в эквивалентную индуктивность 

также выполняется и для кратковременных пе-

реходных режимов. 

Изложенные условия с заменой проти-

во-ЭДС линейной индуктивностью является 

частным случаем [19], однако, для облегче-

ния восприятия информации такое упроще-

ние оправдано. 

Порядок подготовки задания на расчет 

для определения аналитического выражения 

функции выпрямленного тока с использовани-

ем метода интеграла Дюамеля далее рассмот-

рен более подробно. Имея дело с кривой доста-

точно сложной формы, наиболее рационально 

выполнять вычисления составляющих конечно-

го уравнения пошагово. Формирование задания 

можно представить в виде нескольких этапов: 

1. Определение переходных функций 

проводимости контура протекания выпрямлен-

ного тока на каждом интервале: 
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2. Нахождение производной функции 

напряжения на каждом интервале времени: 

))(cos(
)(

02
1 ttU
dt

tdu
m  ;  (8) 

;0
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dt

tdu      (9) 

))(cos(
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01
3 ttU
dt

tdu
m  ;               (10) 

)).(cos(
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02
4 ttU
dt

tdu
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3. Определение расчетных значений 

функции напряжения в точках разрыва: 

))(sin()( 01211 ttUtu m  ;              (12) 

))(sin()( 02123 ttUtu m  ;              (13) 

))(sin()( 03133 ttUtu m  ;              (14) 

))(sin()( 03234 ttUtu m  ;              (15) 

))(sin()( 04244 ttUtu m  ;              (16) 

Выполнение промежуточных расчетов, 

описанных ранее, не является обязательным 

условием для получения результата. Оконча-

тельный расчет может быть выполнен в виде 

единой зависимости, однако такой подход по-

вышает вероятность возникновения ошибки 

при подготовке расчетного задания. 

С учетом подстановки представленных 

выше промежуточных результатов, функция тока 

на каждом временном интервале имеет вид: 
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Функция u(0) в формуле (17) представля-

ет собой постоянное напряжение, эмпирически 

подобранное таким образом, чтобы исключить 

переходный процесс на начальном интервале 

расчета. 

Для наглядного отображения результатов 

использования данного метода, рассмотрена 

функция тока в цепях двигателей электровоза 

при действии выпрямленного напряжения (см. 

рис. 1). Уровень и форма кривой напряжения на 

двигателях соответствует второй зоне регули-

рования с углом фазового регулирования αp = 

90° [18]. 

В виде кусочно-заданной функции зави-

симость выпрямленного напряжения от време-

ни будет иметь вид: 
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После выполнения всех вычислений по 

формулам (1)–(20), получены функции тока для 

каждого расчетного интервала (рис. 2). 

Каждый закон изменения тока имеет кор-

ректную форму на своем расчетном интервале 

времени, и применение его на прочих участках 

приведет к неверному результату моделирования. 

Для проверки адекватности моделирова-

ния электромагнитных процессов с помощью 

применения метода интеграла Дюамеля было 

выполнено сравнение полученных аналитиче-

ски результатов с реальными кривыми, запи-

санными в ходе опытных испытаний электро-

воза ВЛ80Р на участке Дальневосточной же-

лезной дороги [20, 21]. Сравнение выполнялось 

для работы электровоза на второй зоне регули-

рования напряжения при αp = 91°и прочих рав-

ных условиях. 

При определении адекватности приме-

нялся гармонический анализ представленных 

кривых в диапазоне от 0 до 40 гармоники, а 

также оценивался интегрированный показатель 

 
Рис. 2. Результат расчета кусочно-заданной функции тока на полупериоде напряжения 

Fig. 2. The result of calculating the piecewise-specified stream function on the voltage half-period 
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относительной погрешности мгновенных зна-

чений напряжения и тока в различные моменты 

времени. 

Сравнение форм кривых выпрямленного 

тока iизм(t) и iрасч(t) (рис. 3), проведенный анализ 

их гармонических составов показали хорошую 

сходимость результатов моделирования с реаль-

ными процессами. Погрешность по мгновенным 

значениям тока и по уровню отдельных гармо-

ник тока не превышает 4%, что является допу-

стимым. Анализ кривых тока и напряжения (см. 

рис.3) позволяет сказать, что наибольшая по-

грешность в кривых напряжения обусловлена 

неучетом длительности фазовой коммутации 

тиристоров преобразователя (момент времени, 

соответствующий αp). Значительная индуктив-

ность цепи выпрямленного тока способствует 

тому, что во время фазовой коммутации вы-

прямленный ток практически не меняет харак-

тера своей динамики, поэтому влияние неучета 

фазовой коммутации не приводит к значитель-

ному увеличению погрешности в токе. 

Сравнительный анализ результатов моде-

лирования с экспериментальными кривыми по-

казал, что предлагаемый подход выполнения 

моделирования с помощью интеграла Дюамеля 

можно применять как способ анализа электро-

магнитных процессов в цепях выпрямленного 

тока электровозов. 
Заключение 

Оценивая возможность использования 

метода интеграла Дюамеля для анализа элек-

тромагнитных процессов, стоит подчеркнуть 

его универсальность, позволяющую, вне зави-

симости от сложности исходной функции, осу-

ществлять вычисление отклика системы. Не-

смотря на высокие затраты времени на подго-

товку расчётного задания, метод является пер-

спективным при необходимости определения 

влияния отдельных факторов на конечную 

форму токов и напряжений в силовых и изме-

рительных электрических цепях [22]. 

Негативные аспекты использования дан-

ного метода, определяемые сложностью расче-

тов, могут быть скомпенсированы использова-

нием программных пакетов компьютерной ал-

гебры. Учитывая системность формирования 

расчетного задания, его подготовка для перио-

дических функций упрощается применением 

циклических расчетов. 

Функциональные зависимости, рассчи-

танные при использовании рассматриваемого 

метода, позволяют математически исследовать 

сложные электромагнитные процессы непре-

рывно во времени, тем самым расширяя воз-

можности анализа. 
 

 
Рис. 3. Графическое сопоставление измеренных и расчетных мгновенных значений напряжения 

и тока в контуре тяговых двигателях 

Fig. 3. Graphical comparison of measured and calculated instantaneous values of voltage and current 

in the traction motor circuit 
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