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Аннотация. В статье рассматривается постановка задачи коммивояжера для решения проблемы оп-
тимальной доставки грузов по участку Восточного полигона РЖД. Для решения поставленной задачи применя-
ется метод ветвей и границ. Приводятся результаты расчетов и геометрическая иллюстрация в виде опти-
мальной ветви дерева.  
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SOLUTION OF THE TRANSPORT LOGISTICS COMMITTEE PROBLEM BY THE 
METHOD OF BRANCHES AND BORDERS 
 

Abstract. The article considers the formulation of the traveling salesman problem for solving the problem of op-
timal delivery of goods along the section of the Eastern range of Russian Railways. To solve the problem, the branch-
and-bound method is used. The results of calculations and a geometric illustration in the form of an optimal branch of a 
tree are given. 
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Введение 
Транспорт играет важную роль в российской экономике. Грузооборот транспорта в Рос-

сии показывает стабильный рост на протяжении последних лет. В условиях сложной эконо-
мической ситуации во всем мире тема эффективной доставки грузов играет особую роль как 
для компаний и юридических лиц, так и для граждан.  

Очень важной проблемой при транспортировке грузов является экономия ресурсов. По-
этому в системах поддержки принятия решений в транспортной логистике основной задачей 
является составление оптимального маршрута транспорта. 

Одной из известных и практически значимых задач данного направления является задача 
коммивояжера. Суть задачи сводится к нахождению оптимального пути, проходящего через 
промежуточные пункты по одному разу и возвращающегося в точку отправления. В качестве 
критерия оптимальности может приниматься минимальное время поездки, минимальные 
транспортные расходы или минимальная длина маршрута. Очень часто, в настоящее время, 
стоимость доставки грузов сопоставима со стоимостью самого товара и требуется сократить 
скорость доставки. Поэтому, рассматриваемая в статье задача нахождения оптимальной логи-
стической цепочки приобретает большое значение [1 – 3]. 

 
Идея метода ветвей и границ 
Метод ветвей и границ является достаточно известным и эффективным методом для ре-

шения задач оптимизации и, в частности, дискретной оптимизации. Он базируется на доста-
точно популярном в этой области знания направлении “отсечения” и состоит из двух этапов: 
подготовительного и повторяющегося.  

В результате реализации алгоритма определяется маршрутное дерево, при построении 
которого используются исходные данные задачи. На каждом шаге отсекается бесперспектив-
ное направление (ветвь дерева).  



Таким образом, в основе метода лежит идея: разбить все множество допустимых реше-
ний на подмножества, оценить получаемые при разбиении части и выбрать направление, со-
держащее оптимальное решение (рис. 1) [3 – 9]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 1. Пример логистической схемы, представленной в виде дерева 
 

Постановка задачи 
 Руководитель транспортной организации отправился в командировку на поезде по стан-

циям Восточного полигона для выбора оптимального пути доставки грузов. Ему нужно посе-
тить 6 станций (Ачинск I, Копьево, Абакан, Саянская, Тайшет, Уяр), отправившись со станции 
Копьево. Требуется найти путь, по которому в дальнейшем будет осуществляться доставка 
грузов при минимальных затратах километров и времени. 

 На карте представлен участок Восточного полигона железной дороги, о котором 
говорится в постановке задачи (рис. 2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Участок Восточного полигона 



 
 

Этот участок схематично изображен на графе (рис. 3), в вершинах которого изображены 
населенные пункты, а над ребрами указаны расстояния между этими пунктами в километрах:  
A — Копьево; B — Ачинск I; C — Абакан; D — Уяр; E — Саянская; F —  Тайшет.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Граф, на котором схематично изображен участок Восточного полигона 
 
 

Практическая реализация поставленной задачи   
I Этап (подготовительный) 
Главной целью этого этапа является нахождение локальной нижней границы минималь-

ной длины пути, к которой будут прибавляться последующие локальные границы для образо-
вания полного оптимального маршрута [7-13]. 

1. Построение матрицы с исходными данными (таблица 1). 
По строкам и столбцам располагаются станции назначения; в основных клетках таблицы 

расстояния между этими станциями в километрах. 
 
Таблица 1 – Матрица с начальными данными 

 
 
 
 
 
 
 
 

Стан-
ция A B C D E F 

A − 195 944 511 660 983 
B 1013 − 749 316 855 599 
C 264 459 − 433 812 719 
D 697 892 775 − 37 283 
E 548 353 396 532 − 246 
F 797 602 642 286 323 − 



2. Нахождение минимальных значений по строкам (таблица 2). 
Таблица 2 – Матрица с минимальными значениями по строкам  

Станция A B C D E F id  
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3. Редуцирование строк (таблица 3) 
Редуцирование строк состоит в том, что из каждого элемента в каждой строке вычита-

ется соответствующее ей значение найденного минимума. 
Таблица 3 – Матрица с редуцированными элементами по строкам 

Станция A B C D E F id  
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8 
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4. Нахождение минимальных значений по столбцам (таблица 4). 
Таблица 4 – Матрица с минимальными значениями по столбцам  

Станция A B C D E F 
A − 0 749 316 465 788 
B 697 − 433 0 539 283 
C 0 195 − 169 548 455 
D 660 855 738 − 0 246 
E 302 107 150 286 − 0 
F 511 316 356 0 37 − 

jd  0 0 150 0 0 0 
 



5. Редуцирование столбцов (таблица 5). 
Редуцирование столбцов состоит в том, что из каждого элемента каждого столбца вычи-

тается соответствующее ему значение минимума. 
 
Таблица 5 – Матрица с редуцированными элементами по столбцам 

Станция A B C D E F 
A − 0 599 316 465 788 
B 697 − 283 0 539 283 
C 0 195 − 169 548 455 
D 660 855 588 − 0 246 
E 302 107 0 286 − 0 
F 511 316 206 0 37 − 

jd  0 0 150 0 0 0 
 

6. Нахождение нижней границы (таблица 6). 
На этом этапе выполняется важное вычисление по определению нижней границы длины 

маршрута. Для этого нужно суммировать константы приведения id  и jd . 
 
Таблица 6 – Матрица с определенной нижней границей  

Станция A B C D E F id  
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II Этап (повторяющийся)  
На этом этапе рассматривается идея “отсечения”. Определяется перспективное направ-

ление (ребро ветвления). Все множество маршрутов разбивается на два подмножества ),( ji  

и ),( ** ji [7-13]. 
Для этого для клеток матрицы с элементами, равными нулю, определяется сумма найден-

ных наименьших элементов (констант приведения), которые отмечены в скобках, и последова-
тельно нули заменяются на прочерк  ( )−  (таблица 7). 

 
 



Таблица 7 – Матрица с константами приведения  

Стан-
ция A B C D E F id  

A − 0(4
23) 599 316 465 788 3

16 

B 697 − 283 0(2
83) 539 283 2

83 

C 0(4
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69 
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46 
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46) 0 

F 511 316 206 0(3
7) 37 − 3

7 
jd  302 107 206 0 37 246 0 

 
Среди сумм констант приведения выбирается наибольшая. В данном случае ее значение  

471 соответствует ребру ),( AC , следовательно, множество разбивается на два подмножества 

),( AC , и ),( ** AC ,. 
Ребро  ),( AC  исключается и в соответствующей клетке таблицы ставится прочерк  ( )−

. Затем осуществляем очередное приведение матрицы расстояний для образовавшегося под-
множества ),( ** AC , в результате получим редуцированную матрицу (таблица 8). 

 
Таблица 8 – Матрица, рассматривающая исключение ребра 
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Нижняя граница цикла этого подмножества: 



19654711494),( ** =+=ACH  
Включение ребра ),( AC проводится путем исключения из матрицы третьей строки и 

первого столбца. В результате получим другую сокращенную матрицу )55( × , которая подле-
жит операции приведения (таблица 9). 

 
Таблица 9 – Матрица, рассматривающая включение ребра 

Стан-
ция B C D E F id  

A 0 − 316 465 788 0 
B − 283 0 539 283 0 
D 855 588 − 0 246 0 
E 107 0 286 − 0 0 
F 316 206 0 37 − 0 

jd  0 0 0 0 0 0 
 
Сумма найденных наименьших элементов  сокращенной матрицы: 

0=+ ∑∑
j

j
i

i dd  

Нижняя граница подмножества ),( AC   равна: 
1965149401494),( ≤=+=ACH  

Поскольку нижняя граница этого подмножества ),( AC   меньше, чем подмножества 

),( ** AC , то ребро ),( AC   включаем в маршрут с новой границей 1494=H  (рис. 4). 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 4. Подмножества допустимых решений 

Дальнейшее решение задачи сводится к аналогичным действия, проделываемые в 
предыдущих пунктах:  

1. Замена поочередно нулей на ( )−  и определение для них суммы найденных наимень-
ших элементов;  

2. Выбор наибольшей суммы из полученных значений;  
3. Рассмотрение варианта исключения какого-либо ребра, прибавляя к предыдущей гра-

нице наибольшую сумму констант; 
4. Рассмотрение вариант включения ребра, исключая все элементы строки и столбца, на 

клетке пересечения которых находится наибольшая сумма констант; 
5. Вычисление суммы найденных наименьших элементов сокращенной матрицы 







 +∑ ∑

i j
ji dd   и прибавление ее к предыдущей границе; 



6. Сравнение вариантов, в которых были рассмотрены исключение и включение какого-
либо ребра, и выбор наименьшего; 

7. Ребро с наименьших значением включается в основной маршрут. 
Проделав данный алгоритм, получилось ещё 3 ребра: ),().,(),,( EDDBBA .  
В результате получилась сокращенную матрицу )22( ×  (таблица 10). 
 
Таблица 10 – Матрица, полученная после нахождения ребра ),( ED  

Станция C F id  
E 0 − 0 
F 169 − 169 

jd  0 0 169 
 
При включении ребра ),( CE   невольно исключается станция F (Тайшет) из основного 

маршрута, что противоречит условию задачи. Поэтому сначала нужно со станции E (Саянская) 
доехать до станции F (Тайшет), а потом со станции F (Тайшет) до станции С (Абакан), т.к со 
станции С (Абакан) началось решение задачи.  

В соответствии с этим условием в маршрут включаются ребра ),( FE  и ),( CF . 
Решив задачу, получился полный маршрут и логистическая схему, которая представ-

лена в виде дерева (рис. 5). 
 
 

 

Рис. 5. Логистическая схема 

В результате по дереву получился маршрут: 
C→A→B→D→E→F→C. 
Так как руководитель должен отправиться со станции А(Копьево) меняется точка выезда 

С(Абакан), полученная в ходе решения, на точку А(Копьево), удовлетворяя условие задачи: 
A→B→D→E→F→C→A. 

  
Корень 
дерева 
1494 

  
                                    

          

(C*,A*) 
1965   (C,A) 

1494   
                                      

          

  (A*,B*) 
1917   (A,B) 

1494   
                                      

          

  (B*,D*) 
1777   (B,D) 

1531   
                                        

          

  (D*,E*) 
2023  

  (D,E) 
1700   

                            

          

  (E,F) 
H = 1700   (E*,F*) 

H=1700 
                    

          

  (F,C) 
H = 1700   (F*,C*) 

H=1700 
        

 



Длина маршрута равна 170026464224637316195 =+++++=L км. 
Решив данную задачу, был найден логистический маршрут, по которому в дальнейшем 

будет осуществляться доставка грузов при минимальных затратах километров и времени. 
 
Практическая и теоретическая значимость задачи коммивояжера 
В настоящее время применение задачи коммивояжера распространено на другие области 

знания и человеческой деятельности, такие как, экономика, энергетика, электроника, финан-
совая сфера, туристическая отрасль и ряд других. Разработанная на примере рассмотренной 
задачи экономико-математическая модель с успехом используется для соединения населен-
ных пунктов линиями электропередач, тепло- и газоснабжения, оптимизации существующих 
туристических маршрутов, проектирования различных коммуникационных сетей и т.п. 

Нельзя не отметить и большое теоретическое значение рассмотренной задачи. Например, 
для разработки новых методов оптимизации  вообще и, в частности, дискретной оптимизации. 
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