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Резюме 

В статье описывается новое явление в механике – эффект «застревания» маятника на вращающемся валу механической 

системы. Суть его заключается в том, что для маятника, установленного на валу двигателя механической системы с воз-

можностью свободного вращения, в зависимости от момента инерции и трения в его опоре вероятен такой режим дви-

жения, когда вал вращается с заданной угловой скоростью, а частота вращения маятника равна одной из собственных 

частот колебаний механической системы. При моделировании данного процесса с использованием операции осреднения 

получено в первом приближении уравнение движения маятника, которое наглядно показывает, что его угловая скорость 

на вращающемся валу механической системы зависит не только от момента инерции и трения в его опоре, а также от 

собственной частоты колебаний и демпфирования механической системы. Кроме того, в работе рассматриваются явле-

ния, которые в некоторой степени можно считать аналогами эффекта «застревания» маятника на вращающемся валу 

механической системы: колебания механических систем с ограниченной мощностью двигателя; эффект Зоммерфельда; 

несинхронное движение исполнительных элементов в виде шариков (роликов) в шаровом автобалансире вертикального 

ротора. В первых двух случаях эффекта «застревания» маятника аналогии больше носят математический, чем физиче-

ский характер. Более близким к эффекту «застревания» маятника является несинхронное движения шариков (роликов) в 

шаровом автобалансире вертикального ротора. 
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Abstract 

The article describes a new phenomenon in mechanics – the effect of «jamming» of a pendulum on a rotating shaft of a mechanical 

system. The essence of this phenomenon lies in the fact that for a pendulum mounted on the motor shaft of a mechanical system with 

the possibility of free rotation, depending on the moment of inertia of the pendulum and friction in its support, such a mode of motion 

is possible when the shaft rotates at a given angular velocity, and the frequency of rotation of the pendulum is equal to one of the natu-

ral oscillation frequencies of the mechanical system. When modeling this phenomenon using the averaging operation, the equation of 

the pendulum motion is obtained in the first approximation, which clearly shows that the angular velocity of the pendulum on the rotat-

ing shaft of the mechanical system depends not only on the moment of inertia of the pendulum and friction in its support, but also on 

the natural frequency of oscillations and damping of the mechanical system. Besides, the article also considers phenomena that to a 

certain extent can be regarded as analogs of the «jamming» effect of a pendulum on a rotating shaft of a mechanical system, which 

include: vibrations of mechanical systems with limited engine power; the Sommerfeld effect; non-synchronous movement of actuating 

elements in the form of balls (rollers) in the ball auto-balancer of a vertical rotor. With the first two phenomena of the «jamming» pen-

dulum effect, the analogies are more mathematical than physical in nature. The non-synchronous movement of the balls (rollers) in the 

ball auto-balancer of the vertical rotor is closer to the effect of the pendulum «jamming». 
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Введение 

Новое явление в механике – эффект «за-

стревания» маятника на вращающемся валу ме-

ханической системы – было открыто профессо-

ром А.И. Артюниным в 1992 г. при изучении 

способов автоматической балансировки жестко-

го ротора на упругих опорах с помощью четы-

рех маятников, установленных на валу ротора с 

возможностью свободного вращения. [1, 2]. Ма-

ятники устанавливались попарно по обоим сто-

ронам ротора как бы имитируя плоскости кор-

рекции при балансировке роторов. При разгоне 

до рабочей частоты вращения ротор проходил 

через две критические скорости. На первой кри-

тической скорости ротор в основном совершал 

линейные колебания, а на второй – угловые. В 

результате экспериментов было установлено, 

что при определенном соотношении между мо-

ментом инерции маятников и трением в их опо-

рах возможен такой режим движения, при кото-

ром ротор вращается со своей рабочей частотой 

вращения (угловой скоростью), а частота вра-

щения маятников совпадает с одной из критиче-

ских скоростей ротора. Интересно, что когда 

маятники вращались с угловой скоростью, рав-

ной первой критической скорости, то все четыре 

маятника были направлены в одну сторону, а 

когда они вращались со скоростью, равной вто-

рой критической скорости, на которой в основ-

ном преобладают угловые колебания ротора, то 

маятники в разных парах были направлены про-

тивоположно друг другу. И в том, и в другом 

случае резко возрастает вибрация, колебания 

ротора носят характер незатухающих двухча-

стотных биений (рис. 1). 

Достоверность экспериментальных дан-

ных подтверждена результатами компьютерно-

го моделирования, суть которого заключалась в 

численном интегрировании дифференциальных 

уравнений, описывающих движение модели 

ротора с маятниковым автобалансиром [3, 4]. 

Описанное явление получило название 

«эффект “застревания” маятника на вращаю-

щемся валу механической системы». 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Экспериментальная установка по определению эффекта «застревания»: 

а – общий вид лабораторного стенда; б – маятники 

Fig. 1. Experimental setup for determining the «jamming» effect: 

a – general view of the laboratory stand; b – pendulums 
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Похожее явление было обнаружено уче-

ными из Университета Отто фон Герике в Маг-

дебурге в 1999–2004 гг [5–7] при изучении ав-

тобалансировочного процесса с помощью ша-

рового балансира. Там проводились исследова-

ния процесса автоматической балансировки 

жесткого статически неуравновешенного рото-

ра на изотропных упругих опорах. Основной 

деталью автобалансира была цилиндрическая 

камера, заполненная вязкой жидкостью, с ис-

полнительными элементами в виде шариков 

(роликов) на кольцевых дорожках. Установле-

но, что в процессе запуска ротора до рабочей 

скорости при его прохождении через критиче-

скую скорость в некоторых случаях шарики 

(ролики) не могли разогнаться до рабочей ско-

рости ротора, а совершали несинхронное дви-

жение, циркулируя в камере со скоростью, рав-

ной критической ско-рости ротора. Авторы 

считают, что это явление похоже, но не иден-

тично известному эффекту Зоммерфельда в не-

сбалансированном роторе с ограниченным при-

водным моментом. Более подробно об исследо-

вании будет сказано далее. 

Цель настоящей статьи – сравнение эф-

фекта «застревания» маятника на валу механи-

ческой системы с явлениями, возникающими 

при колебаниях механических систем с двига-

телем ограниченной мощности, с эффектом 

Зоммерфельда, а также с явлением несинхрон-

ного движения шаров в автобалансире. 

 
Моделирование эффекта «застревания» 

маятника на вращающемся валу 

Для изучения условий возникновения и 

существования эффекта «застревания» маятни-

ка на валу механической системы рассмотрим 

простую механическую модель (рис. 2). 

После процедуры составления диффе-

ренциальных уравнений движения модели, ис-

пользуя уравнения Лагранжа второго рода, по-

лучим систему из трех дифференциальных 

уравнений второго порядка, описывающих 

движение выбранной механической модели: 
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 (1) 

где М∗ = M + m, при этом М – масса корпуса; 

m, l – масса и длина маятника; cx, cy – жесткость 

опор в горизонтальном и вертикальном направ-

лениях; bx, by – коэффициенты вязкого трения в 

горизонтальном и вертикальном направлениях; 

x1, y1 – обобщенные координаты корпуса; φ – 

угол поворота маятника; ω – угловая скорость 

ротора; f – коэффициент сопротивления отно-

сительному движению маятника на вращаю-

щемся валу. 

 

 
Рис. 2. Механическая система с маятником, 

вращающимся на валу двигателя в корпусе: 

1 – корпус (точка О1 – центр масс корпуса и ротора); 

2 – ротор; 3 – маятник; 4 – невесомые упругие 

опоры корпуса; 5 – демпферы корпуса 

Fig. 2. Mechanical system with a pendulum rotating 

on the motor shaft in the casing: 

1 – casing (point O1 – the center of mass of the casing 

and rotor); 2 – rotor; 3 – pendulum; 4 – weightless 

elastic supports of the housing; 5 – dampers 

of the casing 

 

Введем обозначения: h = ml / M*; 2nx = bx / 

M*; 2ny = by / M
*; 2

1k  = cx / M
*; 2

2k  = cy / M
* и за-

пишем систему уравнений (1) в виде: 
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Для получения уравнения маятника ис-

пользуем вполне адекватные допущения, а 

именно: 

– во-первых, будем считать, что величина 

углового ускорения маятника намного меньше 

квадрата его угловой скорости, т.е. 2  ; 

– во-вторых, при выводе уравнения дви-

жения маятника в правой части уравнения будем 

пренебрегать «быстрыми» составляющими дви-

жения, применяя операцию усреднения. 



ORIGINAL PAPER 
 

 

Modern technologies. System analysis. Modeling 2023. No. 3 (79). pp. 10–21 

ISSN 1813-9108 13
  

Запишем два первых уравнения системы (2):
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Так как 2  , то будем пренебрегать 

членами с   в уравнениях и в выражениях част-

ного решения. Уравнения (3) в нашем случае 

являются порождающими уравнения. Частные 

решения этих уравнений будем искать в виде 

x = a1 ∙ cos φ + b1 ∙ cos φ; y = a2 ∙ sin φ + b2 ∙ sin φ. 

 

Тогда: 

.sincos;sincos

;cossin;cossin

2
2

2
2

2
1

2
1

2211









baybax

baybax
 

Подставляя эти выражения в (3) получим: 
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Подставляя далее решения порождающе-

го уравнения в третье уравнение системы (2) и 

усредняя правую часть полученного уравнения, 

получим следующее уравнение для описания 

движения маятника: 
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  (4) 

Отсюда видно, что угловая скорость ма-

ятника, помимо массы и длины маятника, тре-

ния в его опоре, зависит также от собственных 

частот колебаний и демпфирования механиче-

ской системы. 

Численно решая это дифференциальное 

уравнение, получим закон изменения угловой 

скорости маятника. Вычисления проводились 

при следующих исходных данных: M = 8 кг; m 

= 0,02 кг; l = 0,05 м; bx = 5 Н ∙ с / м; by = 50 

Н ∙ с / м; f = 10–4 Н ∙ м / рад; cx = 2 ∙ 104 Н/м; cy 

= 8 ∙ 104 Н/м. Закон разгона ротора зададим в 

виде: ω = 30t при 0 ≤ t ≤ 10 с и ω = 157 рад/с 

при t > 10 с. При этих данных модель имеет две 

собственные частоты колебаний: k1 = 50 рад/с; 

k2 = 100 рад/с. Результаты численного интегри-

рования уравнения (4) при изменении только 

массы маятника приведен на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Законы разгона маятника (кривые 1–3) 

и ротора (4) при изменении массы маятника 

Fig. 3. The laws of acceleration of the pendulum 

(curves 1–3) and the rotor (4) when the mass 

of the pendulum changes 

 

Как видно из рис. 3, при изменении мас-

сы маятника его угловая скорость «застревает» 

и на первой, и на второй собственной частоте 

(кривые 1 и 2 соответственно), и вращается со 

скоростью ротора (кривая 3). 

Хотя уравнение (4) описывает в первом 

приближении нестационарный режим движе-

ния маятника с учетом угловой скорости ро-

тора ω, рассмотрим случай, когда ω = const, а 

угловой скорости маятника φ будем прида-

вать постоянные значения от 0 до 200 рад/с, 

при этом считая   = 0. Тогда из уравнения 

(4) получим: 
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 (5) 

Решим это уравнение графически, как это 

сделано в работах [8, 9]. Введем обозначения и 

примем условно, что L( ) = f(  – ω) является 

«движущим моментом», а выражение V( ) яв-

ляется «вибрационным моментом»: 

 
 

 
.0

4

4

22222
1

5

22222
1

5






















y

y

x

x

nk

mlhn

nk

mlhn
V

 

Результаты графического решения урав-

нения (5) представлены на рис. 4. 
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Рис. 4. Графики L( ) и V( ) 

Fig. 4. Graphics L( ) and V( ) 

 

Это графическое представление движу-

щего момента и вибрационного момента пока-

зывает, что эффект «застревания» будет иметь 

место, когда их графики пересекутся. В нашем 

случае маятник «застревает» при   = 50 рад/с 

и при   = 100 рад/с, т. е. при угловых 

скоростях, равных собственным частотам 

колебаний механической системы. Этот 

резудьтат совпадает с результатами численного 

интегрирования уравнения (4) (см. рис. 3). 

 
Колебательные системы с ограниченным 

возбуждением 

К аналогам эффекта «застревания» маят-

ника на вращающемся валу можно отнести ко-

лебательные системы с ограниченной мощно-

стью двигателя. Исследования о взаимодействии 

колебательных систем с двигателем ограничен-

ной мощности, когда движение сопровождается 

взаимным воздействием друг на друга источни-

ка энергии и колебательной системы, представ-

ляют собой особый раздел теории колебаний. В 

настоящее время на основании результатов экс-

периментов и привлечения современных мето-

дов анализа колебательных процессов построена 

теория взаимодействия колебательных систем 

различного рода (линейных, нелинейных, пара-

метрических, автоколебательных) с источника-

ми энергии различной физической природы 

(электромеханический, электромагнитный, гид-

равлический, пневматический, двигатель внут-

реннего сгорания и др.). Основополагающие ра-

боты теории систем с ограниченным возбужде-

нием принадлежат В.О. Кононенко [8, 10–12]. 

Большой вклад в развитие этого научного 

направления принадлежит ученым Института 

машиноведения им. А.А. Благонравова [13–20]. 

Рассмотрим задачу о вынужденных коле-

баниях линейной системы с учетом источника 

энергии из монографии В.О. Кононенко [8]. 

Динамическая схема этой задачи приведена на 

рис. 5. 

 

 
Рис. 5. Схема колебательной системы 

с источником энергии 

Fig. 5. Diagram of an oscillatory system with 

an energy source 

 

Здесь во время вращения двигателя 1 с 

известной характеристикой L( ) кривошип 2, 

радиус которого равен r, перемещает упругое 

тело 3 массой m, деформируя упругую связь 4 

жесткостью c1, благодаря чему создается сила, 

равная c1r ∙ sinφ, и ее момент – c1r ∙ sinφ ∙ r ∙ 

cosφ. Составляя далее выражения для 

кинетической и потенциальной энергий и 

применяя уравнения Лагранжа второго рода, 

получим уравнения движения: 

      ,cossin

,sin

1

1





rxrcLHI

rccxxxm




  (6) 

где m – масса колебательной системы; c = 

c0 + c1 – жесткость колебательной системы; 

I – момент инерции вращающихся масс. В 

уравнениях учтены: 

– сила сопротивления колебательному 

движению R = β x ;  

– момент сопротивления вращению 

ротора H( );  

– движущий момент источника энергии 

L( ) как характеристика двигателя. 

Ожидая наиболее активное взаимодей-

ствие колебательной системы с источником 

энергии, будем рассматривать колебания в об-

ласти основного резонанса и полагать, что раз-

ность между частотой собственных колебаний 
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и частотой возмущающей силы мала. Будем 

также считать малыми возмущающую силу 

𝑐1r∙sin𝜑 и силу сопротивления R = β x , а  ре-

жим движения близким к стационарному. То-

гда уравнения (6) можно записать в форме, со-

держащей малый параметр ε: 

 
    ,cossin

,sin

11

2





rxqM

xhqxx




 

где ω2 = c / m, εq = c1r /m, εq1 = c1r /I, εh = β/m, 

          HLIM /11 . 

Приводя далее эту систему уравнений к 

стандартной форме и применяя метод теории 

возмущений Боголюбова, получаем в первом 

приближении для стационарных режимов 

колебаний амплитуду – а, фазу – α и уравнение 

частоты вынужденных колебаний Ω: 

 

 

    .
2

1

;
2

tg

;

/4

2

2222

1

aHL

m

mm

rc
a












             (7) 

Решение уравнения (7) можно 

представить в графической форме (рис. 6). 

 

 
Рис. 6. Графики S и L 

Fig. 6. Graphics S and L 

 

На рис. 6 изображен график функции: 

   

 
  22222

1

2

/42

2

1

m

rc
H

aHS








 

и график L(Ω) – характеристики источника 

энергии. Сравнивая этот график с рис. 4, мы 

можем провести аналогию между эффектом 

«застревания» маятника на вращающемся валу 

и колебаниями систем с ограниченным возбуж-

дением в части математического описания. 

Эффект Зоммерфельда 

Эффект Зоммерфельда – частный случай 

колебательных систем с ограниченным воз-

буждением, и вместе с тем это явление послу-

жило началом создания нового раздела теории 

колебаний – «Колебательные системы с огра-

ниченным возбуждением». Эффектом 

Зоммерфельда ученые назвали результаты од-

ного из экспериментов выдающегося ученого-

физика Арнольда Зоммерфельда.  

Суть эксперимента заключалась в наблю-

дении за изменением угловой скорости элек-

тродвигателя, на валу которого была создана 

искусственная неуравновешенность, при уве-

личении тока на обмотках электродвигателя. 

Оказалось, что при достижении некоторого 

значения угловая скорость почти не изменя-

лась, несмотря на увеличение мощности двига-

теля, а потом все же при увеличении мощности 

двигателя совершала резкий скачок. При этом 

наблюдались колебания стола, на котором был 

установлен электродвигатель.  

Ученый справедливо предположил, что 

подаваемая мощность поглощалась колебания-

ми и подсчитал собственные частоты колеба-

ний стола на четырех ножках. Полученные зна-

чения собственных частот почти совпали с зна-

чениями «застрявшей» угловой скорости [21, 

22]. Таким образом, А. Зоммерфельд экспери-

ментально открыл эффект взаимодействия ра-

боты двигателя и колебательной системы. Раз-

работка теории, описывающей это явление, 

произошла значительно позже [9, 23–26]. 

Следуя работе И.И. Блехмана [9], рас-

смотрим механическую систему для моделиро-

вания эффекта Зоммерфельда (рис. 7). 

 

 
Рис. 7. Механическая система для моделирования 

эффекта Зоммерфельда 

Fig. 7. A mechanical system for simulating 

the Sommerfeld effect 
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Здесь на жесткой платформе 1 установ-

лен неуравновешенный ротор 2, приводимый 

во вращение от электродвигателя. Статический 

эксцентриситет массы ротора обозначим ε. 

Платформа может перемещаться вдоль фикси-

рованного направления (по оси x). С неподвиж-

ным основанием 3 она связана упругими эле-

ментами жесткостью с и демпфирующим эле-

ментом с коэффициентом вязкого трения β. 

За обобщенные координаты выберем φ – 

угол поворота двигателя и x – смещение плат-

формы. 

При выбранных обобщенных координа-

тах уравнения движения системы имеют вид: 

   

 .sincos

,sin

2 







mcxxxM

xmRLI
 

Здесь М – масса платформы; m – масса 

ротора; M* = M + m – масса системы; I – момент 

инерции ротора; L( ) – вращающий момент 

двигателя (статическая характеристика 

двигателя); R( ) – момент сил сопротивления. 

Влияние силы тяжести на ротор и динамику 

электродвигателя учитывать не будем. 

В качестве исходного приближения 

принимается φ = φ1 = ωt; x = x1 = P sin ωt + Q 

cos ωt, где ω = ω(t), P и Q – медленно 

меняющиеся, а x1 – быстро меняющиеся 

функции времени. Далее используя метод 

прямого разделения движений, было получено 

следующее уравнение для частоты вращения 

двигателя: 

      VRLI  .        (8) 

Здесь 

 
 

 
,

4
sin

2*

22222

2

*

2

1

AMn

np

m

M

m
txmV







 

 

где V(ω) – вибрационный момент, представля-

ющий дополнительную нагрузку на ротор, обу-

словленную колебаниями платформы, на кото-

рую он установлен. В этом выражении угловые 

скобки указывают на осреднение за период T = 

2π по «быстрому» времени τ = ωt и приняты 

обозначения: 

p2 = c / M*; 2n = β /M*; 

  22222

2

4 




np

m
A . 

Здесь А представляет собой амплитуду 

колебаний платформы, описываемую уравне-

нием: 

tmcxxxM  sin2*  . 

Амплитуда А связана с P и Q 

соотношением 22 QPA  , причем 

  22222*

2

4

2






np

n

M

m
P ; 

  22222

22

*

2

4 




np

p

M

m
Q . 

Решение уравнения (8) представляется в 

графической форме (рис. 8). 

 

 
Рис. 8. Графическое решение уравнения для частоты 

вращения двигателя 

Fig. 8. Graphical solution of the equation 

for engine speed 

 

Уравнение (8) для стационарных значе-

ний ω = const имеет либо три решения ω1, ω2, 

ω3, где кривые L соответствуют статическим 

характеристикам электродвигателей. Решение 

при ω1 < p является дорезонансным, при ω2 > p 

– послерезонансным, а при ω3 >> p – далеко 

послерезонансным. При этом решения ω1 и ω3 

являются устойчивыми, а ω2 – неустойчивым. 

Характеристике L1 отвечает «застревание» си-

стемы вблизи резонанса на частоте ω1 (эффект 

Зоммерфельда), а характеристике L3 более 

мощного двигателя – выход на нормальный 

рабочий режим. Характеристике L2 соответ-

ствует скачкообразный переход от резонансно-

го в далеко зарезонансный режим. Сравнивая 

график на рис. 8 с графиком на рис. 4 можно 

увидеть аналогию эффекта «застревания» ма-

ятника на вращающемся валу механической 

системы и эффекта Зоммерфельда. 
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Несинхронное движение шаров в камере 

автобалансира 

Несинхронное движение шариков (роли-

ков) в автобалансировочном устройстве было 

обнаружено и исследовано учеными из Уни-

верситета Отто фон Герике в Магдебурге в 

1999–2004 гг. [5–7]. В работах приведены ре-

зультаты исследований процесса автоматиче-

ской балансировки жесткого статически не-

уравновешенного ротора на изотропных упру-

гих опорах. Основной деталью (частью) авто-

балансира являлась цилиндрическая камера, 

заполненная вязкой жидкостью, с исполни-

тельными элементами в виде шариков (роли-

ков) на кольцевых дорожках. Было установле-

но, что в процессе запуска ротора до рабочей 

скорости при его прохождении через критиче-

скую скорость (автобалансировка возможна 

только в закритической области) в некоторых 

случаях шарики (ролики) не могли разогнаться 

до рабочей скорости ротора для его уравнове-

шивания, а совершали несинхронное движение, 

циркулируя в камере со угловой скоростью, 

равной критической скорости ротора. Авторы 

считают, что это явление похоже, но не иден-

тично известному эффекту Зоммерфельда в не-

сбалансированном роторе с ограниченным при-

водным моментом. Рассмотрим модель ротора 

с автобалансировочным устройством из работы 

[7] (рис. 9). 

В плоскости рисунка изображен ротор мас-

сы m и моментом инерции I относительно оси 

перпендикулярной плоскости рисунка, имеющий 

три обобщенные координаты x, y и φ0. Автоба-

лансир представляет собой закрытую цилиндри-

ческую полость с вязкой жидкостью, в которой 

находятся два шарика (ролика) массами m1, m2 и 

угловыми координатами φ1, φ2. Неуравновешен-

ность ротора изображалась в виде точечной мас-

сы m0 с угловой координатой φ0. 

Для данной модели была составлена си-

стема дифференциальных уравнений, позво-

ляющая изучить случаи, в которых может 

наблюдаться несинхронное движение шари-

ков (роликов): 

– движение ротора с дисбалансом без ком-

пенсирующих элементов (шариков, роликов);  

– движение ротора без дисбаланса с од-

ним компенсирующим элементом;  

– движение ротора без дисбаланса с дву-

мя компенсирующими элементами;  

– движение ротора с дисбалансом и дву-

мя компенсирующими элементами. 

 

 
Рис. 9. Модель ротора с шаровым автобалансиром в плоскости 

Fig. 9. A model of a rotor with a ball auto-balancer in the plane 
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Рассмотрим случай движения ротора без 

дисбаланса с одним компенсирующим шари-

ком (роликом). Уравнение движения модели в 

этом случае в обозначениях авторов имеет вид: 

 
 

,0

;

;cossin

;sincos

11101111001

01100101000

111
2
111

111
2
111









BII

LII

mkyycyM

mkxxcxM









  (9) 

где  11111 cossin  yxmB  . 

Здесь M – масса ротора с шариком (ро-

ликом); с – коэффициент сопротивления дви-

жению ротора по направлениям x, y; k – ко-

эффициент жесткости упругих опор по этим 

направлениям; I00, I01, I11 – моменты инерции 

ротора и шарика (ролика); β0, β1 – коэффици-

енты сопротивления вращению ротора и дви-

жения шарика (ролика); L0 – постоянная со-

ставляющая крутящего момента ротора; ε1 – 

расстояние между центрами ротора и шарика 

(ролика). 

В первом приближении 0  = ω0 = const; 

1 = = ω1 = const; φ1 = ω1t; Ω = L0 /β0 = const. 

Тогда первые два уравнения системы (9) 

примут вид: 

,sin

;cos

1
2
111

1
2
111

tmkyycyM

tmkxxcxM








 

а их решением будут x = A ∙ cos (ω1t – γ), y = A ∙ 

∙ sin (ω1t – γ), где 

  2
1

222
1

2
кр

2

2
111






cM

m
A ; 

 2
1

2
кр

1arctg





M

c
; 

M

k
кр . 

Тогда  sin2
111 AmB . Подставляя x и y 

в четвертое выражение системы уравнений (9) 

получим зависимость угловой скорости шарика 

(ролика) от угловой скорости ротора: 

β1ω1 = V1 + β1ω0,  (10) 

где 
  2

1
222

1
2
кр

2

5
1

2
1

2
1






cM

сm
A  является 

вибрационным моментом. 

На основе уравнения (10) может быть 

графически построена функция зависимости ω1 

от ω0 (рис. 10). 

 

 
Рис. 10. График зависимости ω1 от ω0 

Fig. 10. Graph of the dependence of ω1 on ω0 
 

Как видно из рис. 10, угловая скорость 

шарика (ролика) при приближении ее значения 

к значению критической скорости на опреде-

ленный период времени принимает значение 

критической скорости, а потом, при увеличе-

нии угловой скорости ротора, угловая скорость 

шарика (ролика) резко возрастает и он совер-

шает движения вместе с ротором, обеспечивая 

компенсацию его неуравновешенности. Таким 

образом, это можно характеризовать как аналог 

эффекта «застревания» маятника на вращаю-

щемся валу. 

Позже, в 2012 г., подобное явление в ша-

ровом автобалансире было исследовано китай-

скими учеными [27]. 

 
Заключение 

Проведено моделирование эффекта «за-

стревания» маятника на вращающемся валу. С 

использованием разумных допущений и опера-

ции осреднения получено приближенное урав-

нение движения маятника, которое наглядно 

показывает, что его угловая скорость на враща-

ющемся валу механической системы зависит не 

только от момента инерции маятника и трения в 

его опоре, но и собственной частоты колебаний 

и демпфирования механической системы. Это 

при определенных условиях является причиной 

того, что угловая скорость маятника равна одной 

из частот собственных колебаний механической 

системы. Аналогами эффекта «застревания» ма-

ятника в большей или меньшей степени можно 

считать явления, которые возникают при коле-

баниях механических систем с ограниченной 

мощностью двигателя, эффект Зоммерфельда и 

явление несинхронного движения шариков (ро-
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ликов) в шаровом автобалансире. В первых двух 

случаях аналогии носят больше математический 

характер, чем физический. Самым близким к 

эффекту «застревания» маятника является эф-

фект несинхронного движения шариков (роли-

ков) в автобалансире, тем более, что тот и дру-

гой обнаружены при изучении автоматической 

балансировки ротора. Однако «застревание» ма-

ятника на вращающемся валу было обнаружено 

в России в 1992  г., а эффект несинхронного 

движения шариков в Магдебурге в 1999–

2000 гг., т.е. приоритет открытия эффекта «за-

стревания» маятника остается за Российской 

Федерацией. 
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