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Резюме 

На промышленных объектах многие проблемы возникают из-за синхронных машин, которые работают на выпрямитель-

ную (несимметричную) нагрузку. В них важную роль играют переходные процессы, которые в синхронных машинах 

описываются системой нелинейных дифференциальных уравнений. При исследовании синхронных машин достаточно 

рассмотреть электромагнитные переходные процессы в силу большой инерционной постоянной машины. Уравнения 

становятся линейными, но с периодическими коэффициентами, которые также не имеют общего решения, поскольку 

содержат периодические коэффициенты. Возможности практического применения таких уравнений ограничиваются в 

общем случае трудностями, связанными с определением собственных чисел. В работе применяется метод симметрич-

ных составляющих, являющийся основным методом расчета несимметричных установившихся режимов линейных 

трехфазных (многофазных) цепей, содержащих в качестве источника электрической энергии или нагрузки вращающиеся 

машины. Исследование проводится на примере шестифазной цепи с несимметричной нагрузкой. В рассмотренном ме-

тоде на основании законов Кирхгофа составляется система уравнений, в которых несимметричные системы перемен-

ных, действующие в линейной многофазной цепи, заменяются симметричными системами, три из которых являются 

симметричными системами прямой, обратной и нулевой последовательностей. Для каждой из последовательностей рас-

четным или экспериментальным путем определяются параметры электрической цепи (например, электрических машин). 

Преобразованная с учетом этих параметров система уравнений решается относительно неизвестных симметричных со-

ставляющих переменных (токов и напряжений). Действительные, несимметричные токи и напряжения находятся мето-

дом суперпозиций как векторные суммы соответствующих симметричных составляющих каждой из фаз. 
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Abstract 

At industrial facilities many problems are associated with synchronous machines that determine the rectifier (unbalanced) load. 

 Transient processes play a fundamental role in them, which are described by a system of nonlinear differential equations in syn-

chronous machines. When studying synchronous machines, it is enough to consider electromagnetic transient processes due to 

the large inertial constant of the machine. The equations become linear, but with periodic coefficients that also do not have a 

general solution, since they contain periodic coefficients. The practical applicability of these equations is generally limited by the 

difficulties associated with determining the eigenvalues. The work uses the method of symmetrical components, which is the 

main method for calculating asymmetric steady-state modes of linear three-phase (multiphase) circuits containing rotating ma-

chines as a source of electrical energy or load. The research is carried out on the example of a six-phase circuit with an unbal-

anced load. In the considered method, on the basis of Kirchhoff’s laws, a system of equations is drawn up, in which asymmetric 

systems of variables acting in a linear polyphaser circuit are replaced by symmetric systems, three of which are symmetric sys-

tems of direct, reverse and zero sequences. For each of the sequences, the parameters of the electrical circuit (for example, elec-

trical machines) are determined experimentally or by calculation. The system of equations transformed taking into account these 

parameters is solved with respect to the unknown symmetric components of the variables (currents and voltages). Valid asym-

metric currents and voltages are found by the superposition method as vector sums of the corresponding symmetric components 

of each phase. 
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synchronous machines, transients, unbalanced modes, method of symmetrical components 
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Введение 

Метод симметричных составляющих (СС) явля-

ется основным методом расчета несимметричных 

установившихся режимов линейных трехфазных 

(многофазных) цепей, содержащих в качестве ис-

точника электрической энергии или нагрузки вра-

щающиеся машины [1]. 

Сущность метода СС заключается в следующем: 

1. На основании законов Кирхгофа составляется 

система уравнений, в которых несимметричные си-

стемы переменных электро-движущие силы (ЭДС), 

токи, напряжения), действующие в линейной мно-

гофазной цепи, заменяются m (m – число фаз) сим-

метричными системами, три из которых являются 

симметричными системами прямой, обратной и ну-

левой последовательностей. 

2. Для каждой из последовательностей расчет-

ным или экспериментальным путем определяются 

параметры электрической цепи (например, электри-

ческих машин). 

3. Преобразованная с учетом этих параметров 

система уравнений решается относительно неиз-

вестных симметричных составляющих переменных 

(токов и напряжений) при заданных ЭДС источника. 

4. Действительные, несимметричные токи и 

напряжения находятся методом суперпозиций как 

векторные суммы соответствующих СС каждой из 

фаз. 

Расчет шестифазной линейной 

электрической цепи 

Рассмотрим методику расчета многофазной 

электрической цепи методом СС на примере шести-

фазной цепи с несимметричной нагрузкой (рис. 1). 

Здесь источник электрической энергии представлен 

в виде шести несинусоидальных ЭДС 61,..., EE   c 

взаимно-индуктивными связями между фазами. 

Данная методика определяется следующей по-

следовательностью расчета: 

1. Исходную цилиндрическую матрицу полных 

сопротивлений электрической цепи определим, как 

циклическую перестановку фазных импедансов: 
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где обозначения импедансов соответствуют замене ре-

альной схемы соединения обмотки «отдельными» ка-

тушками с учетом магнитных связей между ними [2]. 

2. Запишем уравнения баланса напряжений: 

 
Рис. 1. Шестифазная цепь с несимметричной нагрузкой 

Fig. 1. Six-phase circuit with an unbalanced load 
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,IZEU   (1) 

где  ,,...,, 621 IIIcolonI    ,,...,, 621 UUUcolonU  

 621 ,...,, EEEcolonE   – векторы-столбцы разных 

токов и напряжений, ЭДС источника размерности 

6×1. 

3. Преобразуем уравнения (1) в уравнения сим-

метричных составляющих переменных с помощью 

подстановки: 

'XVX CC
 

где ',','' EUIX    – переменные СС различных

последовательностей систем векторов (рис. 2). 

Здесь матрица преобразования к симметричным 

составляющим при правом направлении вращения 

систем векторов (по часовой стрелке): 
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Преобразованные уравнения имеют вид: 

        ,''' 1 IVZVEU CCCC
  

(2) 

где 
*1

CCCC VV 
(обратная матрица равна комплекс-

но-сопряженной в силу свойств оператора, 

:
3

exp 










ja ,16 a ,0...1 52  aaa

);,..., *55*5 aaaaa  

 ;,...,, 510

1 ZZZdiagVZV CCCC 

MMMM ZZZZZZZ  ''

0

'

0
– полное сопро-

тивление для токов нулевой последовательности 

(рис. 2в); 

MMMM ZaZaZaZaZaZZ  '2'

0

3'45

1

– полное сопротивление для токов прямой последо-

вательности (2а);

MMMM ZaZaZZaZaZZ  2'4'

0

'24

2

– полное сопротивление для токов последовательно-

сти, образующей первую трехфазную систему век-

торов (2в);

MMMM ZaZZaZZaZZ  3''

0

3'3

3
– 

полное сопротивление для токов последовательно-

сти, в которой три вектора направлены встречно 

другим векторам (а
3
 = –1) (2е); 

MMMM ZaZaZZaZaZZ  4'2'

0

'42

4
– 

полное сопротивление для токов последовательно-

сти, образующей вторую трехфазную систему век-

торов (2д);  

MMMM ZaZaZaZaZaZZ  5'4'

0

3'2

5

– полное сопротивление для токов обратной после-

довательности (2б);  ,...,,,' '
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10 ...,,,' EEEEcolonE   – вектор-столбцы

токов напряжений и ЭДС симметричных составля-

ющих. 
В частном случае, когда шестифазная обмотка 

магнито-связанной электрической цепи является 

симметричной, т. е. ,,...,, 161

4

31

5

2 EaEEaEEaE   в 

Рис. 2. Последовательность симметричных составляющих 

Fig. 2. Sequence of symmetrical components 
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силу свойств оператора а имеем 
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Следовательно, уравнения (2) примут вид: 
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Пример 

В работах [3–4] на основе математической моде-

ли (ММ) шестифазного магнитоэлектрического ге-

нератора (МЭГ) в фазовых координатах (ФК), в осях 

d, q, 0, а также методом СС произведен на электро-

вычислительной машине расчет в физических еди-

ницах электромагнитных переходных процессов. 

Далее показан график переходных процессов фаз-

ных токов при номинальной нагрузке (рис. 3). Рас-

четные данные в параметры генератора следующие: 

мощность – Sн = 18 кВ·А; частота вращения – n = 

8 000 об/мин; частота ЭДС – f = 1 066 Гц; действу-

ющие значения фазных токов и напряжений – Iфп = 

1 А, Eфп = 28,5 В; индуктивные параметры обмотки 

– Ls = 1,6 · 10
–6

 Гн, Laq = 2,2 · 10
–6

 Гн; коэффициент

мощности – cosF = 0,8 [5].

При математическом описании переходных про-

цессов МЭГ демпфирующие свойства постоянного 

момента (ПМ) и биметаллической обоймы не учи-

тывались. 

ММ в ФК была составлена двумя способами: с 

численным и аналитическим вычислением матрицы 

периодических коэффициентов А(t).  

По результатам моделирования в ФК можно 

определить действующие значения токов и напря-

жений. Для этого достаточно согласно ГОСТ 19705-

81 построить огибающую переходных процессов по 

амплитудным значениям фазных переменных и 

уменьшить ее значение в 2  раз. Однако такой 

переход можно выполнить непосредственно в моде-

ли по следующим формулам: 

  ,5,0
2

1

222

1  


j cjbjaj iiikI
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2

1

222

1  


j cjbjaj uuukU

Действительно, для установившегося симмет-

ричного режима работы МЭГ 

 ,sin  imaj Ij ,
3

2
sin 







 
 imcj Ij

где j = 1, 2; γ – угол между фазными токами и 

напряжениями при активно-индуктивной нагрузке 

генератора. 

Так как 

  ,
1 2

1

2

1

222

mcjbjaj I
k

iii  
 (3) 

то для того, чтобы выполнить соотношения 

2
,

2
mm U

U
I

I  , необходимо домножить обе 

части тождества (3) на коэффициент k1, учитываю-

щий равенство амплитуды изображающего вектора 

фазных токов и напряжений амплитуде тока и 

напряжения одной фазы. 

Для нашего случая можно записать: 

 .1 tfyi 

В предложении, что f1(t) – вектор, элементы ко-

торого являются малыми периодически изменяю-

щимися величинами, имеют место следующие при-

ближенные формулы: 

  ,5,0
2

1

222

1  


i cibiai iiikI   (4) 

  ,5,0
2

1

222

1  


i cibiai uuukU     (5) 

где 

,aiH

ai

Hai yR
dt

dy
LU   ,biH

bi

Hbi yR
dt

dy
LU 

.2,1;  iyR
dt

dy
LU biH

ci
Hci

Уравнения (4), (5) позволяют, аналогично 

преобразованию Парка – Горева и методу СС, 

определить действующие значения фазных токов и 

напряжений в ФК с обратным переходом к фазным 

переменным состояния при исследовании 

симметричных режимов работы МЭГ. Такой 

переход осуществляется с помощью формул Эйлера 

для двух трехфазных СС со сдвигом 60°, что 

позволяет указывать на эквивалентность 

ортогональных преобразований Парка – Гарева и 

метода СС в системе координат, связанной с 

вращающимся ротором синхронных машин (СМ). 

Графики переходных процессов для действую-

щего значения напряжения при номинальной 

нагрузке при моделировании в ФК, методом СС и в 

осях d, q, 0 изображены на (рис. 4). 

Видно, что результаты расчета методом СС и в 

осях d, q, 0 незначительно отличаются от результа-

тов моделирования в ФК. Относительная погреш-

ность вычислений не превышает 0,5 % по сравне-

нию с результатом моделирования в ФК. 

Длительность переходных процессов исследуе-

мого МЭГ составляет 0,36 мс, что примерно в 3 раза 

меньше периода изменения частоты ЭДС. Неболь-

шая длительность переходных процессов в значи-

тельной степени определяется малыми индуктивно-

стями обмотки статора, что является отличительной 

особенностью переходных процессов в ЭМ с ПМ. 

       В целях сравнения моделей по параметрическим 

возмущениям   исследовались   различные   режимы 
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работы МЭГ. По результатам расчета в различных 

системах координат построена внешняя 

характеристика генератора (рис. 5). Результаты 

моделирования в ФК, методом СС и осях d, q, 0 при 

набросе нагрузки от нуля до четырех номиналов 

(4H) практически совпадают. В диапазоне 

изменения нагрузки от 10 до 150 % падение 

напряжения 
1U  составило 5,4 В, что позволяет

сделать вывод о жесткости внешней характеристики 

МЭГ. Рабочий диапазон определяется точками 

пересечения внешней характеристики генератора с 

вольт-амперными характеристиками нагрузки 

 11 HH IfU  и  22 HH IfU  (рис. 5). Цифровое 

моделирование показывает, что при решении 

уравнений МЭГ методом СС затраты машинного 

времени сокращаются в 13–14 раз по сравнению с 

временем счета в ФК. Погрешность вычислений 

методом СС по сравнению с результатом 

моделирования в ФК не превышает 0,1 %. 

Рис. 3. Переходные процессы фазных токов 

при номинальной нагрузке 

Fig. 3. Transient processes of phase currents 

at the rated load 

Рис. 4. Переходные процессы для действующего 

значения напряжения при номинальной нагрузке 

Fig. 4. RMS voltage transients at the rated load

Рис. 5. Внешняя характеристика генератора 

Fig. 5. External characteristic of the generator 

Обобщая изложенное, можно сказать, что при 

использовании симметричных режимов работы 

МЭГ целесообразно использовать ММ метода СС и 

ММ в осях d, q, 0. Результат моделирования получа-

ется в действующих значениях фазных токов и 

напряжений. 

Таким образом, моделирование методом СС поз-

воляет получить результаты, удовлетворяющие по 

точности вычислений расчету в ФК, но с существен-

но меньшими вычислительными затратами. В то же 

время данный метод не имеет ограничений метода во 

вращающихся осях d, q, 0 при исследовании несим-

метричных режимов работы МЭГ. Ряд близких и 

смежных вопросов моделирования объектов различ-

ной природы рассмотрен в работах [6–20]. 

Заключение 

На примере шестифазной магнитно-связанной 

электрической цепи в статье изложены основные 

этапы применения метода СС при расчете устано-

вившихся режимов многофазных цепей. Преобразо-

вание СС многофазных цепей диагонализирует мат-

рицу полных сопротивлений, т. е. позволяет исклю-

чить магнитно-связанные контуры высоких поряд-

ков. В симметричной многофазной электрической 

цепи индуктируется только ЭДС прямой последова-

тельности. В отличие от преобразования Парка – 

Горева метод СС позволяет исследовать как сим-

метричные, так и несимметричные переходные ре-

жимы в СМ. 
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Резюме 

Предпосылкой рассмотрения суперпозиции вращений в механизмах является принцип суммирования прямолинейных 

равномерных движений. Цель работы – установить, как в подобной ситуации обстоит дело при сложении вращательных 

синхронных или кратных движений. Задачи исследования состоят в аналитическом описании и построении годографов 

комбинированных вращательных механических движений. Практический аспект темы определяется тем, что во многих 

механизмах, таких как мультиинертный осциллятор, планетарные передачи, приводы фрез в машинах для очистки труб 

больших диаметров и т. п. реализуется суммирование вращательных движений, и форма годографа является полезной 

информацией при проектировании подобных устройств. Установлено, что подобно тому, как результатом сложения 

двух равномерных прямолинейных движений является также равномерное прямолинейное движение, результатом сло-

жения двух равномерных однонаправленных круговых движений является также равномерное круговое движение. Го-

дографом при сложении двух равномерных противоположно направленных круговых движений будет эллипс. В част-

ном случае эллипс может вырождаться в отрезок прямой линии. Определены характеристики эллиптического годографа, 

в том числе большая и малая полуоси, корни характеристического уравнения, эксцентриситет, фокусы, угол наклона 

осей. Решена обратная задача – определение скоростей вращения по виду годографа. При сложении двух несинхронных 

вращений возможны годографы в виде улитки, имеющей сходство с улиткой Паскаля. Полученные результаты могут 

быть использованы при проектировании механизмов, реализующих сложные вращательные движения. 
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