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Резюме 
Известны три основных метода кинематического анализа механизмов: аналитический, графоаналитический (метод пла-

нов) и графический (метод кинематических диаграмм). Наиболее точным считается первый, менее точным – второй, 

самым неточным – третий. Именно поэтому при исследовании механизмов графический метод применяется реже всего. 

Высокая погрешность метода вызвана прежде всего низкой точностью построения графиков, которая обусловлена 

обычно вычерчиванием графиков вручную. Однако в современных условиях при использовании конструкторских си-

стем автоматизированного проектирования точность метода может быть повышена. В статье сделана попытка оценки 

точности графического метода на примере анализа кинематики двух плоских рычажных механизмов. Исследование ме-

ханизмов проводилось с построением их упрощенных параметризованных кинематических схем в среде CAD-системы 

«Компас» и с приведением в движение (анимацией) упрощенных параметризованных кинематических схем с помощью 

специального программного продукта – CAD-Animator’a. В результате получили координаты точек движущихся звень-

ев, затем рассчитали скорости и ускорения звеньев. Эти же параметры (координаты, скорости и ускорения) были полу-

чены с помощью аналитического метода. После чего проводилось сравнение параметров, найденных графическим и 

аналитическим методами. Выяснилось, что в большинстве случаев графический метод дает вполне удовлетворительную 

точность, однако в некоторых вариантах ошибка определения параметров была значительной – около 50 %. В связи с 

этим даны отдельные рекомендации, например, уменьшение шага движения начального звена. 
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Abstract 
There are three main methods of kinematic analysis of mechanisms – the analytical method, the graph-analytical method (the method 

of plans) and the graphical method (the method of kinematic diagrams). The analytical method is considered the most accurate, the 

plan method - less accurate, while the graphical method - the most inaccurate. Therefore, in the study of mechanisms, the latter 

method is used less often. The high error of the method is caused, first of all, by the low accuracy of plotting. Low accuracy usually 

results from drawing graphs manually. However, in modern conditions, when using computer-aided design systems, the accuracy of 

the method can be increased. In this article, an attempt is made to assess the accuracy of the graphical method by analyzing the kin-

ematics of two flat lever mechanisms. The study of the mechanisms was carried out with the construction of their simplified parame-

terized kinematic schemes in the environment of the CAD system Kompas and with the setting in motion (animation) of the simpli-

fied parameterized kinematic schemes using a special software product - CAD–Animator. As a result, the coordinates of the points of 

the moving links were obtained, then the velocities and accelerations of the links were calculated. The same parameters (coordinates, 

velocities and accelerations) were obtained using the analytical method. After that, the parameters obtained by graphical and analyti-

cal methods were compared. As a result, it turned out that in most cases the graphical method gives quite satisfactory accuracy. 
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However, in some cases, the error in determining the parameters was significant – about 50%. In this regard, some recommendations 

are given, for example, reducing the step of movement of the initial link. 
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Введение 

При конструировании и исследовании 

механизмов применяют методы кинематиче-

ского анализа – аналитический, графоаналити-

ческий (метод планов) и графический (метод 

кинематических диаграмм). Первый считается 

самым точным методом, а прочие – менее точ-

ными [1, 2]. 

Аналитический метод, в основе которого 

лежит вывод и использование различных ма-

тематических зависимостей, устанавливающих 

связь между параметрами, характеризующими 

движения элементов механизмов, достаточно 

часто используется при кинематическом ис-

следовании механизмов [3–8], в том числе и в 

учебном процессе [9]. 

Недостатком аналитического метода яв-

ляется сложность вывода указанных математи-

ческих зависимостей и некоторая громоздкость 

их представления. Например, для сравнительно 

несложного кулисного механизма (рис. 1), ко-

торый исследовался в работе [4], была выведе-

на следующая формула скорости скольжения 

кулисного камня по кулисе: 
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Одно из достоинств метода планов – 

наглядное представление векторов скоростей и 

ускорений точек механизма: исследователи сра-

зу видят их величину и направление. Использо-

вание современных CAD-систем дает возмож-

ность создавать интерактивные (анимирован-

ные) планы скоростей и ускорений [10–14]. Од-

нако разработку анимированных планов нельзя 

назвать простой задачей. 

Метод кинематических диаграмм тради-

ционно считается методом, дающим наиболь-

шую погрешность, прежде всего по причине 

 
Рис. 1. Кулисный механизм 

Fig. 1. The rocker mechanism 
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низкой точности построения графиков [1]. Од-

нако низкая точность будет иметь место при вы-

полнении графиков вручную [14], при использо-

вании же CAD-систем погрешность может быть 

минимальна [2]. Графический метод также при-

меняется при кинематическом исследовании 

механизмов [2, 15–17], хотя и не так широко. 

В найденных авторами работах, где 

применялся графический метод кинематиче-

ского анализа, количественно не оценивалась 

его погрешность (кроме работы [2], однако и 

здесь было просто указано, что числовые зна-

чения скоростей и ускорений, полученные 

графическим методом, с высокой точностью 

совпадают со значениями, полученными ана-

литическим методом). Целью данной статьи 

является проведение оценки точности метода 

кинематических диаграмм и выявление осо-

бенностей его применения при использовании 

CAD-системы «Компас». 

 

Методология исследования 

В данной работе исследования проводи-

лись на двух механизмах. 

Первый – плоский кулисный механизм, 

кинематическая схема которого представлена на 

рис. 2 [18]. Исходные данные были следующи-

ми: lAC = l2 = 40 мм, lAB = l1 = 70 мм, ω2 = 

10,47 рад/с (n2 = 100 об/мин). 

Кинематическое исследование механизма 

аналитическим методом выполнялось по [18]. 

Вычислялись координаты точки C, расстояние 

от центра вращения кулисы до центра кулисно-

го камня C (l4), скорость скольжения кулисного 

камня по кулисе V34, угловая скорость кулисы 

ω4, релятивное ar и кориолисово ac ускорения, а 

также угловое ускорение кулисы ε4. 

Для графического метода кинематическо-

го анализа в CAD-системе «Компас» была со-

здана упрощенная параметризованная кинема-

тическая схема (УПКС) [19] (рис. 3). 

Точка K на кулисе использовалась для 

определения угловой скорости кулисы. 

Исследование механизма графическим 

методом производилось с использованием си-

стемы CAD-Animator версии 3, являющейся 

развитием CAD-Animator версии 2 [20, 21]. 

С помощью данной системы УПКС при-

водилась в движение и находились координаты 

точек C (XC, YC) и K (XK, YK), при этом анимация 

механизма (с определением координат точек) 

проводилась для шага угла поворота кривоши-

па Δφ2 1° и 10°. 

Параметры движения вычислялись по 

следующим формулам: 
22
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где ΔXK = XKi+1 – XKi, ΔYK = YKi+1 – YKi – разность 

  

Рис. 2. Кинематическая схема кулисного механизма 

Fig. 2. Kinematic scheme of the rocker mechanism 

Рис. 3. Упрощенная параметризованная 

кинематическая схема кулисного механизма 

Fig. 3. Simplified parameterized kinematic scheme 

of the rocker mechanism 
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смежных значений координат точки K; 

t

VV
a ii

r


−
= + 34134 , 

где V34i+1, V34i – смежные значения скорости 

скольжения камня по кулисе; 

средн.4средн.342 = Vac
,          (3) 

где 
2
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= +  – среднее значение 

скорости скольжения; 
2
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среднее значение угловой скорости кулисы; 

t
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где ω4i+1, ω4i – смежные значения угловой ско-

рости кулисы. 

Поясним особенности расчета с исполь-

зованием смежных и средних значений. 

При вращении кривошипа меняются ко-

ординаты точек С и К. Для каждого набора 

координат по формуле (1) можно рассчитать 

значение l4, (каждое значение l4 соответствует 

своему значению обобщенной координаты φ2 

(табл. 1)). 
 

Таблица 1. Координаты точек C и K при 

вращении кривошипа BC 

Table 1. Coordinates of points C and K when 

crank BC rotates 

XC, мм YC, мм 
φ2, град. 

degrees 
l4, мм 

40 70 0 80,62257748 

39,993908 70,698096 1 81,22643323 

39,975633 71,39598 2 81,8256512 

39,945181 72,093438 3 82,42015098 

39,902562 72,790259 4 83,0098564 

 

Два соседних значения l4 будут являться 

смежными значениями параметра l4. Используя 

их, по формуле (2) определяем скорость сколь-

жения кулисного камня по кулисе V34. Прини-

маем, что каждое значение скорости скольже-

ния из списка соответствует обобщенной коор-

динате, рассчитываемой по формуле: 

2

212
2

ii +
= + ,     (4) 

где φ2i+1, φ2i – смежные значения угла поворота 

кривошипа, т.е. принимаем, что каждое значе-

ние скорости скольжения V34 соответствует 

среднему арифметическому смежных значений 

угла φ2 (табл. 2). 

 
Таблица 2. Величины скорости скольжения V34 

при различных средних значениях углах φ2 

Table 2. Values of sliding velocity V34 at different average 

values of angles φ2 

φ2, град. 

degrees 
V34, мм/с 

0,5 362,3134477 

1,5 359,530781 

2,5 356,6998702 

3,5 353,8232509 

 

Теперь, взяв смежные величины скорости 

скольжения из этого списка, можно вычислить 

средние значения скоростей скольжения, как 

показано в пояснении к формуле (3). При этом 

каждое значение средней скорости скольжения 

будет соответствовать уже другой величине 

угла φ2, которая также рассчитывается по фор-

муле (4) (табл. 3). 

 
Таблица 3. Величины средней скорости скольжения 

V34 при различных средних значениях углах φ2 

Table 3. Values of the average sliding velocity V34 

for different average values of angles φ2 

φ2, град. 

degrees 
V34, мм/с 

1 360,9221144 

2 358,1153256 

3 355,2615605 

4 352,361727 

… … 

 

Аналогичным образом, рассчитывая 

средние значения угловой скорости кулисы ω4 

по формуле (3), можем найти величины корио-

лисова ускорения для каждого угла φ2 из при-

веденного списка. 

Таким образом, мы связываем обобщен-

ную координату φ2 и какой-либо параметр, и это 

позволяет затем сравнить результаты аналитиче-

ского и графического методов (определение зна-

чения параметра ведется для одной и той же ве-

личины угла φ2). 

Ошибка графического метода E (в про-

центах) рассчитывалась по формуле: 

%100
а

агр


−
=

Р

РР
E , 

где Pгр – значение параметра, полученное гра-

фическим методом; Pа – значение параметра, 

полученное аналитическим методом. 

Второй исследуемый механизм – плоский 

рычажный механизм из работы [22] (рис. 4). 
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В работе указаны следующие геометри-

ческие параметры звеньев и параметры движе-

ния механизма: lОА = 0,1716 м; lOG = 0,4679 м; 

lGB = 0,8342 м; lBC = 0,5179 м; lBE = 0,54 м; 

lEF = 0,3013 м; ω1 = 4 рад/с; ε1 = 0 рад/с2. Угол 

φ1 в этой работе был принят равным 38,117°, и 

все расчеты в ней производились только для 

данного значения. 

Аналитическим методом определялись 

следующие параметры: координаты точек A, B, 

C, E (соответственно XA, YA, XB, YB, XC, YC, XE, 

YE); расстояние от центра вращения кулисы до 

центра кулисного камня lGA; скорость конечной 

точки кривошипа А1 ( )
1AV ; скорость скольже-

ния камня по кулисе 
13 AAV ; скорость точки ку-

лисы 
3AV ; угловая скорость кулисы ω3; ско-

рость точек С и Е (соответственно VC и VE); ре-

лятивное (относительное) ускорение rAa
32

; ко-

риолисово ускорение cAa
32

; нормальное уско-

рение nAa
3

; угловое ускорение кулисы ε3; уско-

рения точек B, C, E (соответственно aB, aC, aE). 
Анализ систем уравнений в [22] показал, что 

некоторые из них требуют изменения с целью опти-

мизации расчетов и исправления ошибок. 

Измененные системы уравнений (в мат-

ричном виде) приведены ниже: 
– система уравнений для определения скоро-

стей VC и VCB: 
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– система уравнений для определения скоро-

стей VE и VEB: 
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– система уравнений для определения реля-

тивного rAa
32

 и тангенциального tAa
32

 ускорений: 
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2

2
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; 

– система уравнений для определений тан-

генциального aCBt и полного aC ускорений точки С: 














=






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
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−−

y

x
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r
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c

P

P

a

a
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; 

– уравнения для определения тангенциальных 

ускорений точки Е относительно точек B и F: 














=






















−

−
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x
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t

r

r
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P

P

a

a

coscos

sinsin
. 

Дальнейшие расчеты проводились с ис-

пользованием измененных систем уравнений. 

На рис. 5 изображена УПКС данного ме-

ханизма с обозначениями. 

Анимация УПКС выявила проблему – кри-

вошип механизма при заданных геометрических 

параметрах не мог совершить полного оборота, 

поэтому для моделирования (с угловым шагом 

Δφ1 = 10°) были приняты значения углов поворо-

та 60°… –70°. Диапазон поворота кривошипа по-

казан на рис. 5. 

 
Рис. 4. Плоский рычажный механизм 

Fig. 4. Flat lever mechanism 
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Рис. 5. Упрощенная параметризованная 

кинематическая схема плоского рычажного механизма 

Fig. 5. Simplified parameterized kinematic scheme 

of a flat lever mechanism 

 

Координаты точек A, B, C, E определя-

лись с помощью программы CAD-Animator. 

Остальные параметры находились расчетным 

путем по формулам, приведенным ниже: 

( )22

OGAAGA lYXl ++= , 

22

111 yAxAA VVV += , 

где xAV
1

 – скорость точки А1 по оси Х, а yAV
1

 – 

скорость точки А1 по оси Y; 

t

XX
V ii AA

xA


−
= +1

1
, 

t

YY
V ii AA

yA


−
= +1

1
, 

где 
1+iAX , 

iAX , 
1+iAY , 

iAY  – смежные значения 

координат точки А, 
1

1




=t  – временной шаг; 

t

ll
V ii GAGA

AA


−
= +1

13
, 

где 
1+iGAl , 

iGAl  – смежные значения параметра lGA; 

22

2313 AAAA VVV −= , 

средн.

3
3

GA

A

l

V
= , 

где lGAсредн. – среднее значение параметра lGA; 
22

yx CCC VVV += , 

где 
xCV  – скорость точки С по оси Х, а 

yCV  – 

скорость точки С по оси Y; 

t

XX
V ii

x

CC

C


−
= +1 , 

t

YY
V ii

y

CC

C


−
= +1 , 

где 
1+iCX , 

iCX , 
1+iCY , 

iCY  – смежные значения 

координат точки C; 
22

yx EEE VVV += ; 

где 
xEV  – скорость точки E по оси Х, а 

yEV  – 

скорость точки E по оси Y; 

t

XX
V ii

x

EE

E


−
= +1 , 

t

YY
V ii

y

EE

E
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−
= +1 , 

где 
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координат точки E; 

t

VV
a

iAAiAA

rA


−
=

+ 1313

32

1
, 

где 113 +iAAV , iAAV
13

 – смежные значения 

скорости 
13AAV ; 

средн.средн.3 1332
2 AAcA Va = , 

где средн.3  – среднее значение угловой скоро-

сти кулисы, а средн.13AAV  – среднее значение ско-

рости 
13 AAV ; 

средн.
2

средн.33 GAnA la = , 

t

ii



−
= + 313

3
, 

где 13 + i , i3  – смежные значения угловой 

скорости кулисы; 

( ) 2

3

42

средн.3
+= GBB la , 

22

yx CCC aaa += , 

где 
xCa , 

yCa  – ускорение точки С по осям X и Y; 

t

VV
a ixix

x

CC

C


−
= +1 , 

t

VV
a iyiy

y

CC

C


−
= +1 , 

где 
1+ix

CV , 
ixCV , 

1+iyCV , 
iyCV  – смежные значения 

скорости точки С по осям системы координат; 

22

yx EEE aaa += , 

где 
xEa , 

yEa  – ускорение точки E по осям X и Y; 

t

VV
a ixix

x

EE

E


−
= +1 , 

t

VV
a iyiy

y

EE

E


−
= +1 , 

где 
1+ix

EV , 
ixEV , 
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iyEV  – смежные значения 

скорости точки E по осям системы координат. 
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Смежные и средние значения параметров 

определялись аналогично тому, как это выпол-

нялось для кулисного механизма. 

Ошибка графического метода E (в про-

центах) для данного механизма рассчитывалась 

по формуле: 

%100
а

агр


−
=

Р

РР
E , 

где грР  – абсолютное (беззнаковое) значение 

параметра, полученное графическим методом; 

аР  – абсолютное (беззнаковое) значение па-

раметра, полученное аналитическим методом. 

Расчеты выполнялись в табличном про-

цессоре Microsoft Excel. 

 
Результаты исследования 

Сначала исследование было выполнено 

для кулисного механизма. 

На первом этапе моделирование прово-

дилось для шага угла поворота кривошипа 

Δφ2 = 1°. На рис. 6 показаны графики ошибок. 

 

 
Рис. 6. Графики ошибок (кулисный механизм, Δφ2 = 1°) 

Fig. 6. Error graphs (rocker mechanism, Δφ2 = 1°) 
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Анализ рассчитанных величин ошибок по-

казал, что для Δφ2 = 1° величина ошибок доста-

точно мала (десятые доли процента и меньше). 

Однако в некоторых случаях ошибка (без учета 

знака) достигала 100 % (например, ошибка угло-

вого ускорения при угле поворота кривошипа, 

равном 270°). Это было связано с тем, что пара-

метр Pгр здесь принимал нулевое значение. Оче-

видно, что в математическом и физическом 

смысле такие значения ошибки можно считать 

выбросом и не принимать во внимание. 

Затем моделирование проводилось для 

шага угла поворота кривошипа Δφ2 = 10°. В 

этом случае ошибки в среднем увеличились, 

максимальная их величина достигла примерно 

12,5 % (для кориолисова ускорения). Также 

имели место: 

– выбросы, вызванные нулевым значени-

ем параметра Pгр; 

– ошибки деления на ноль (здесь Pа рав-

нялся нулю) – фактически это тоже выбросы. 

Для угла поворота кривошипа равного 215° 

и 325° ошибка угловой скорости кулисы ω4 до-

стигла 101,7 %. Это связано с тем, что величины 

Pгр и Pа здесь были довольно небольшими: так, 

для φ2 = 215°, Pа = –0,019154266 рад/с, Pгр = –

0,038646322 рад/с. Соответственно, даже не-

большая разность этих величин при делении на 

Pа дает довольно большое число. Это необхо-

димо принимать во внимание при использова-

нии графического метода кинематического 

анализа. В принципе такие ошибки также мож-

но считать выбросами. 

Следовательно, при анимации УПКС (с 

получением координат точек механизма) угло-

вой шаг поворота кривошипа для данного ме-

ханизма можно принять равным 10° без боль-

шой потери точности. 

На втором этапе исследование проводи-

лось для плоского рычажного механизма (с ша-

гом угла поворота кривошипа 10°). 

На рис. 7 показаны графики ошибок не-

которых параметров (здесь ошибки достигали 

максимальных значений). Определим причины 

больших ошибок. 

Ошибки нормального и кориолисова 

ускорений достигают наибольших величин при 

φ2 = –20°, в этот момент кулиса меняет направ-

ление своего вращения и ее угловая скорость 

минимальна. Соответственно величины указан-

ных ускорений также будут минимальны, что и 

обусловливает большую ошибку; причина 

здесь та же, что и в предыдущем случае – ми-

нимальное значение ускорений, рассчитанных 

аналитическим методом. Это можно считать 

выбросом. 

 
Рис. 7. Графики ошибок (плоский рычажный механизм, Δφ1 = 10°) 

Fig. 7. Error graphs (flat lever mechanism, Δφ1 = 10°) 
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Самая большая ошибка имеет место быть 

при определении ускорения точки Е (49,284 %). 

Представляется, что основная причина заклю-

чается в сильном смещении точки Е по траек-

тории движения при повороте кривошипа на 

угловой шаг. Это хорошо иллюстрирует рис. 8. 

Дополнительно была проведена анимация 

(с определением координат точек и расчетами по 

графическому методу) УПКС данного механизма 

с шагом Δφ2 = 1°. При этом выяснилось, что: 

– ошибка определения нормального и 

кориолисова ускорений уменьшилась пример-

но до 1,4 %; 

– ошибка определения ускорения точки E 

уменьшилась до 14,76 % (рис. 9). 

 

 
Рис. 8. Траектория движения точки Е 

Fig. 8. The trajectory of the point E 

 

 
Рис. 9. График ошибок ускорения точки E (плоский рычажный механизм, Δφ1 = 1°) 

Fig. 9. Graph of acceleration errors of point E (flat lever mechanism, Δφ1 = 1°) 
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Заключение 

По итогам исследования сделаем выводы: 

– графический метод кинематического 

анализа можно применять при исследовании 

плоских рычажных механизмов; 

– точность графического метода вполне 

приемлема; 

– при проведении моделирования необхо-

димо с особой тщательностью подходить к вы-

бору шага изменения положения начального 

звена (очевидно, что лучше брать меньший шаг); 

– можно провести несколько предвари-

тельных этапов моделирования (с разными ша-

гами) и выбрать лучший вариант, исходя из 

возможностей компьютера и точности опреде-

ления параметров; 

– для предварительной оценки ошибки 

определения параметров можно использовать 

полученные промежуточные точки траекторий 

(чем они ближе друг к другу, тем лучше, при-

чем рассматривать лучше точки на звеньях, 

наиболее удаленных от начального звена). 

Также можно отметить, что анимация 

кинематических схем позволяет выявить 

ошибки в конструкции механизмов (можно, 

например, проверить, имеет ли возможность 

рассматриваемое звено механизма двигаться в 

заданном диапазоне). 
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