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Резюме 

Настоящая работа посвящена дальнейшему исследованию эффекта «застревания» маятника на вращающемся валу 

механической системы. Суть этого эффекта заключается в том, что при определенном соотношении между моментом 

трения в опоре маятника, установленного с возможностью свободного вращения на валу ротора двигателя механиче-

ской системы, и его массой или длиной имеет место такой режим движения, когда ротор вращается с заданной угло-

вой скоростью, а угловая скорость (частота вращения) маятника совпадает с одной из собственных частот механиче-

ской системы. Исследования проводились на модели с двумя степенями свободы и маятником, установленным с воз-

можностью свободного вращения на валу этой механической системы. Для данной модели с маятником получены 

нелинейные дифференциальные уравнения, неразрешенные относительно старших производных. В результате чис-

ленного интегрирования этих уравнений построены законы вращения маятника при разных коэффициентах трения в 

его опоре, в том числе при «застревании» маятника на собственных частотах модели. Путем обоснованных допуще-

ний выведено обособленное дифференциальное уравнение движения маятника на вращающемся валу модели. Из 

этого уравнения наглядно можно увидеть, что на вращение маятника на валу механической системы и, соответствен-

но, на возникновение эффекта «застревания» влияет не только трение в опоре маятника, но и собственная частота 

колебаний и демпфирование механической системы. Расчетные кривые законов разгона маятника при интегрирова-

нии системы уравнений и обособленного уравнения показали хорошее совпадение, что свидетельствует о достовер-

ности полученных результатов. Проведено исследование влияния демпфирования на возможность возникновения 

эффекта «застревания» маятника на вращающемся валу. 
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Abstract 

One of the most undesirable phenomena that occur when processing non-rigid parts is the occurrence of self-oscillation of the 

This work deals with further research of the effect of «sticking» of a pendulum on the rotating shaft of a mechanical system. Es-

sentially, with a certain ratio between the friction torque in the support of the pendulum mounted with the possibility of free rota-

tion on the mechanical system rotor shaft, and its mass and length there is such a mode of motion when the rotor spins with a 

given angular velocity, and the angular velocity (rotation frequency) coincides with one of the natural frequencies of the mechan-

ical system. Researches were conducted in the model with two degrees of freedom and a pendulum mounted with the possibility 

of free rotation on the shaft of its mechanical system. Nonlinear differential equations, not solved with respect to a higher deriva-

tive, were obtained for this model with a pendulum. As a result of a numerical integration of these equations, the laws of the pen-

dulum rotation with different friction coefficients in its support are formulated, including the case when the pendulum “sticks” on 

the natural frequencies of the model. By means of substantiated assumptions, a separate differential equation of the pendulum 

motion on the rotating shaft of the model was derived. From this equation one can clearly see that the rotation of the pendulum 
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on the shaft and, respectively, the effect of «sticking» are influenced not only by friction in the pendulum’s support, but also by 

the natural frequency of oscillations and damping of the mechanical system. Calculated curves of the pendulum’s acceleration 

laws during the integration of the system of equations showed close coincidence, which is indicative of the veracity of the results 

obtained. A research of the influence of damping on the likelihood of the effect of “sticking” of the pendulum on the rotating 

shaft was carried out. 
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Введение 

Данная работа является продолжением 

цикла работ по изучению эффекта «застревания» 

маятника на вращающемся валу механической 

системы. Суть этого эффекта заключается в том, 

что при определенном соотношении между мо-

ментами трения в опоре маятника, установленно-

го с возможностью свободного вращения на валу 

ротора механической системы, и его массой или 

длиной имеет место такой режим движения, ко-

гда ротор вращается с заданной угловой скоро-

стью, а угловая скорость маятника (частота вра-

щения) совпадает с одной из резонансных частот 

механической системы [1–4]. 

Маятник является уникальным объектом 

исследований и практического применения, а 

также основным элементом механических ча-

сов, маятник Фуко используется в эксперимен-

те по доказательству вращения Земли. Маятник 

Фроуда иллюстрирует возможность появления 

автоколебаний. Маятниковые детали служат 

гасителями колебаний, маятник применяется 

при геофизических изысканиях. С помощью 

маятников Максвелла и Обербека демонстриру-

ются законы механики. Это далеко не полный 

перечень применения маятников.  

Колебания маятника с неподвижной точ-

кой подвеса под действием силы тяжести изу-

чали еще основоположники механики 

Г. Галилей [5], И. Ньютон [6], Х. Гюйгенс [7]. 

Исследования движения маятника с малыми 

углами отклонения положили начало линейной 

теории механических колебаний. Другое 

направление исследований возникло, когда 

стали изучать движение маятника с колеблю-

щейся точкой подвеса [8, 9]. Основополагаю-

щими в этой области исследований являются 

работы академиков Н.Н. Боголюбова [10, 11] и 

П.Л. Капицы [12, 13]. Оригинальные исследо-

вания маятниковых систем, открывших их но-

вые свойства, проведены известными учеными 

В.Н. Челомеем [14] и К.М. Рагульскисом [15]. 

Обширная библиография в этой области приве-

дена в работе [16]. В настоящее время также 

активно проводятся исследования динамики 

маятниковых систем с колеблющейся точкой 

подвеса, в том числе с применением современ-

ных компьютерных программ аналитических 

вычислений [17–19]. 

В свое время академик П.Л. Капица пи-

сал, что ни одной из механических систем не 

было уделено столько внимания и теоретиче-

ского изучения как всем разновидностям маят-

ника. Казалось бы, что за 300 лет, прошедших 

со времен Галилея, этот вопрос должен быть 

исчерпан если, что осталось для изучения, то 

это должно было носить характер дошлифовки 

ранее полученных результатов» [13]. Это ака-

демик написал, когда обнаружил новые воз-

можности маятника с вибрирующей точкой 

подвеса. Однако маятник и в наше время обна-

ружил свои новые свойства, а именно: при про-

ведении экспериментальных исследований 

возможности автоматической балансировки 

роторов с помощью маятников был обнаружен 

эффект «застревания» маятника на резонанс-

ных частотах механической системы. Однако, 

несмотря на результаты экспериментальных 

исследований и компьютерного моделирования 

качественная картина этого явления до конца 

еще не ясна. Не исследовано, например, влия-

ние параметров механической системы на 

условия возникновения и существование ново-

го явления. 
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Целью настоящей работы является изу-

чение угловой скорости вращения маятника на 

вращающемся валу на простой модели механи-

ческой системы, вывод формулы закона изме-

нения угловой скорости маятника и оценка 

влияния демпфирования механической системы 

на закон изменения угловой скорости маятника. 

 
Выбор и описание движения модели  

механической системы с маятником  

на вращающемся валу 

Исследуемая модель (рис. 1) представляет 

собой корпус твердого тела симметричной ку-

бической формы, который закреплен на непо-

движном основании с помощью симметрично 

расположенных четырех вертикальных и четы-

рех горизонтальных невесомых упругих опор. 

В корпусе установлен уравновешенный 

ротор с валом. На валу ротора установлен ма-

ятник с возможностью вращения относительно 

вала. Ось вращения ротора проходит через 

центр масс корпуса (точка О1). На рис. 1 также 

изображены демпферы, условно обозначающие 

наличие сопротивления пропорционального 

скорости движения корпуса. 

 

 
Рис. 1. Механическая модель маятника, 

вращающегося на валу двигателя, 

установленного в корпусе:  

1 – корпус (точка О1 – центр масс корпуса и ротора); 

2 – ротор; 3 – маятник; 4 – невесомые упругие 

опоры корпуса; 5 – демпферы корпуса 

Fig. 1. Mechanical model of the pendulum rotating on 

the shaft on an engine mounted in the body: 

1 – body(pointO1 is a body and rotor  mass centre); 

2 – rotor; 3 – pendulum; 4 – weightless elastic supports 

of the body; 5 – dampers of the body 

 

Движение модели будем изучать по от-

ношению к неподвижной системе координат 

Oxyz, начало которой (точка О) совпадает с 

центром масс корпуса в положении его стати-

ческого равновесия. Будем также считать, что 

движение вдоль оси z и поворот вокруг осей x, 

y, z отсутствуют. Тогда для описания движения 

модели можно использовать три обобщенных 

координаты: x1, y1 – перемещения центра масс 

корпуса, θ1 – вращение ротора. Кроме того, 

угол отклонения маятника от его нижнего по-

ложения обозначим φ. 

Для вывода дифференциальных уравне-

ний движения модели используем уравнения 

Лагранжа 2-го рода в следующей форме: 













Q

dq

dФ

dq

dП

dq

dT

q

t

dt

d

iiii


,       (1) 

где Т – кинетическая энергия механической си-

стемы; qi – обобщенная координата; П – потен-

циальная энергия механической системы; Φ – 

функция Релея (функция рассеивания); 

 
kQ . Здесь ω – угловая скорость ро-

тора;   – угловая скорость маятника; k – ко-

эффициент сопротивления относительному 

вращению маятника на валу ротора. 

При выбранных обобщенных координа-

тах выражение для кинетической энергии мо-

дели, которая складывается из кинетической 

энергии корпуса, кинетической энергии ротора 

и кинетической энергии маятника, имеет вид: 

    cos
2

1

2

1
1

22

1

2

1
 xmlIyxMT p   

 22

1
2

1
sin   mly . 

В этом выражении М = Мк + Мр + m (Мк – 

масса корпуса; Мр – масса ротора; m – масса 

маятника); Ip – момент инерции ротора; l – дли-

на маятника. 

Выражение для потенциальной энергии, 

которое складывается из потенциальной энер-

гии деформации упругих опор в горизонталь-

ном и вертикальном направлениях и потенци-

альной энергии сил тяжести корпуса, ротора и 

маятника с учетом условия статического равно-

весия имеет вид: 

 cos
2

1

2

1 2

1

2

1 mglycxcП yx . 

Здесь cx, cy – суммарная жесткость невесо-

мых опор в горизонтальном и вертикальном 

направлениях; g – ускорение свободного падения. 

Выражение для функции Релея при нали-

чии демпфирования корпуса будет иметь вид: 
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2

1

2

1
2

1

2

1
ybxbФ yx
  , 

где xb , yb  – коэффициенты сопротивления 

движению корпуса в горизонтальном и верти-

кальном направлениях. 

После процедуры Лагранжа (1) получим 

систему трех дифференциальных уравнений 

для описания движения модели: 

 
 

 
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
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
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Моделирование закона вращения маятника 

Задачей вычислительного эксперимента, 

который заключался в численном интегрирова-

нии системы уравнений (2), являлось построе-

нии зависимости угловой скорости маятника от 

момента сопротивления в опоре маятника на 

валу при постоянстве остальных параметров 

механической системы. При расчете принима-

лись следующие исходные данные: Мк = 8 кг; 

Мр = 2 кг; m = 0,02 кг; l = 0,05 м; c = cx = cy = 

100 000 Н/м; bx = by = 100 Н·с/м. Как видно из 

исходных данных исследуемая механическая 

система имеет одну собственную частоту коле-

баний 
M

c
k   = 100 рад/с. Примем также, 

что при 0 ≤ t ≤ 6 c ротор вращается по закону 

t50 , а при t > 6 c угловая скорость ротора 

300  рад/с. 

На рис. 2 представлены законы вращения 

маятника при различных коэффициентах тре-

ния   в его опоре. 

Как видно из графиков, при значении 𝜇 = 

0,142∙ 10−3 Н∙м∙с и 𝜇 = 0,495∙ 10−3 Н∙м∙с угло-

вая скорость маятника равна собственной ча-

стоте колебаний механической системы, т. е. 

наблюдается эффект «застревания» маятника 

на валу механической системы. При дальней-

шем увеличении коэффициента сопротивления 

угловая скорость маятника стремится к угловой 

скорости ротора (линии ω). 

 
Вывод обособленного уравнения вращения  

маятника на валу механической системы 

Для системы уравнений (2) введем обо-

значения: ccc yx  ; bbb yx  ; n
M

b
2 ; 

2k
M

c
 ; h

M

ml
 . Тогда эту систему уравнений 

можно записать в виде: 
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 

   




















.cos

sincos

;sincos2

;cossin2

11

2

2

1

2

11

2

1

2

11

mgl

yxmlml

hykyny

hxkxnx







  (3) 

 
Рис. 2. Законы движения маятника при различных значениях коэффициента трения в его опоре: 

1 –  = 0,14210–3 Нмс; 2 –  = 0,49510–3 Нмс; 3 –  = 0,00110–3 Нмс;  

4 –  = 0,0110–3 Нмс; 5 –  = 0,110–3 Нмс 

Fig. 2. Laws of pendulum motion under different values of friction coefficient in its bearer 

1 –  = 0,14210–3 Nms; 2 –  = 0,49510–3 Nms; 3 –  = 0,00110–3 Nms;  

4 –  = 0,0110–3 Nmс; 5 –  = 0,110–3 Nms 
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Будем далее считать, что   2
, тогда 

первые два уравнения системы (3) примут вид: 











.cos2

;sin2

2

1

2

11

2

1

2

11





hykyny

hxkxnx
            (4) 

Это неоднородные линейные уравнения 

2-го порядка с постоянными коэффициентами. 

Общее решение каждого из них состоит из 

суммы двух решений: общего решения одно-

родного уравнения и частного решения неод-

нородного уравнения: 
**

2

*

11 xxx  ; 
**

2

*

11 yyy  . 

Выражения для общего решения одно-

родных уравнений известны: 

 tkCtkCex nt

1211

*

1 cossin  
; 

 tkCtkCey nt

1413

*

1 cossin  
, 

где 
22

1 nkk  . 

В дальнейшем будем считать, что сво-

бодные колебания затухают и учитывать их не 

будем. Частные решения будем искать в виде: 

 cossin 11

**

1 bax ;  cossin 22

**

1 bay . 

Производные от этих выражений при 

учете   2
 будут равны: 

  sincos 11

**

1 bax  ; 

  sincos 22

**

1 bay  ;                (5) 

  cossin 11

2**

1 bax  ; 

  cossin 22

2**

1 bay  . 

Подставляя далее соотношения (5) в (4) и 

приравнивая выражения соответственно при 

cos  и sin , получим:  

 
  22222

222

1

4 








nk

kh
a ; 

 

  22222

2

1

4

2










nk

nh
b ; 

 

  22222

2

2

4

2










nk

nh
a ; 

 
  22222

222

2

4 








nk

kh
b . 

Подставляя далее найденные частные 

решения в третье уравнение системы (3), полу-

чим обособленное дифференциальное уравне-

ние для описания движения маятника на валу 

механической системы: 

 
 

 





 cos

4

2
22222

2
2 mgl

nk

nmlh
ml




 . (6) 

Приведем это уравнение к нормальному 

виду, поделив обе части уравнения на 
2ml : 

 
 

  l

g

nkM

nm 







cos

4

2
22222

4




 .  (7) 

Из этого уравнения наглядно видно, что 

на вращение маятника на валу механической 

системы и, соответственно, на возникновение 

эффекта «застревания» маятника влияет, в 

первую очередь, момент сопротивления в опоре 

маятника и, во вторую – собственная частота 

колебаний и демпфирование механической си-

стемы. Внешне система уравнений (3) и урав-

нение (7) похожи на уравнения, приведенные в 

работах И.И. Блехмана [20, 21], посвященные 

описанию эффекта Зоммерфельда. 

 
Рис. 3. Закон движения маятника при значении коэффициента трения  = 0,001 Н·м·c  

при коэффициенте демпфирования b = 100 Н·с/м 

Fig. 3. Laws of pendulum motion under friction coefficient = 0,001 Nms 

and damping coefficient b = 100 N·s/m 
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Интегрирование уравнения (7) проводи-

лось при тех же исходных данных, что и при 

численном решении системы (2). В результате 

был получен закон движения маятника на валу 

механической системы (рис. 3). 

Этот график построен при тех же данных, 

что и для построения закона движения 3 (рис. 

2), когда вначале наблюдается «застревание» 

маятника на угловой скорости, равной соб-

ственной частоте колебаний механической си-

стемы, а затем маятник разгоняется до угловой 

скорости ротора. Кривые практически совпа-

дают, что свидетельствует о достоверности по-

лученных результатов. Полученное обособлен-

ное уравнение движения маятника на валу ме-

ханической системы дает возможность оценить 

влияние демпфирования механической системы 

на законы движения маятника (рис. 4). 

Демпфирование существенно влияет на 

существование эффекта «застревания» маятни-

ка на валу механической системы, а также на 

его угловую скорость в установившемся режи-

ме вращения. При большом коэффициенте 

демпфирования рассматриваемый эффект мо-

жет не проявиться. 

Подобное явление «застревания» шаров 

наблюдалось в шаровом автобалансире. Иссле-

дования шаровых автобалансиров роторов в 

[22–24] показали, что в отдельных случаях ба-

лансировки не происходит, шары, сблизившись 

друг с другом, вращаются в камере как единое 

тело с угловой скоростью, близкой к критиче-

ской скорости ротора, когда сам он вращается с 

заданной угловой скоростью (эффект 

Зоммерфельда). 

 
Выводы 

Получено обособленное дифференциаль-

ное уравнение вращения маятника на валу ме-

ханической системы, позволяющее оценить 

влияние коэффициента трения в опоре маятни-

ка, собственной частоты и закона движения 

маятника на валу механической системы, кото-

рые дали совпадающие результаты. Впервые 

установлено, что на закон движения маятника и 

на возникновение эффекта «застревания» маят-

ника на вращающемся валу существенное вли-

яние оказывает демпфирование механической 

системы. Проведено сравнение результатов 

двух разных методов. 
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