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Резюме 

Развитие силовой полупроводниковой техники и технологии послужило основой для внедрения на подвижном составе 

новых типов частотно-регулируемого электропривода. При этом становится актуальной задача теоретического и экспе-

риментального исследования различных режимов работы привода. В работе представлена математическая модель асин-

хронного двигателя во вращающейся системе координат 0 – d – q, а также результаты моделирования, выполненные в 

пакете MatLab (Simulink). Для проверки полученных в теоретической части работы результатов был разработан экспе-

риментальный стенд. Целью проведения эксперимента явилось получение зависимостей вращающего электромагнитно-

го момента двигателя и его скорости в процессе пуска, а также сравнение полученных зависимостей соответствующими 

характеристиками, рассчитанными в результате имитационного моделирования. В работе использовался типовой четы-

рехполюсный асинхронный двигатель с короткозамкнутым ротором АИР71А4 с номинальной частотой вращения 1 370 

об. / мин. Двигатель установлен в экспериментальном стенде, позволяющем с помощью электромагнитной муфты задать 

и вычислить электромагнитный момент на валу асинхронного двигателя. Это поможет проверить адекватность разраба-

тываемой имитационной модели двигателя. Полученная математическая модель может применяться при моделировании 

электрического привода в различных режимах его работы. Сравнительный анализ расчетных и экспериментальных зна-

чений свидетельствует о правомерности теоретических положений, принятых при разработке имитационной модели. 

Полученная в пакете программного обеспечения MatLab (Simulink) имитационная модель асинхронного двигателя адек-

ватно определяет электромагнитные процессы и может быть использована при разработке векторной системы управле-

ния, а также в учебном процессе в рамках соответствующей дисциплины. 
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Abstract 

The development of power semiconductor engeneering and technology served as the basis for the introduction of new types of 

frequency controlled electric drives on the rolling stock. At the same time, the problem of theoretical and experimental research 

of various operating modes of the drive becomes relevant. The paper presents a mathematical model of an asynchronous motor in 

a rotating coordinate system 0 – d – q, as well as the results of modeling performed in the MatLab / Simulink package. To check 

the results obtained in the theoretical part of the work, an experimental stand was developed. The purpose of the experiment was 

to obtain the dependencies of the electromagnetic torque of the motor and its speed during the start-up process, as well as to 

compare the obtained dependencies with the corresponding characteristics calculatedduring the simulation. A typical four-pole 

asynchronous motor with a squirrel-cage rotor AIR71A4 with a rated speed of 1370 rpm was used in the work.The motor was 

installed in an experimental stand, which made it possible to set and calculate the electromagnetic torque on the asynchronous 

motor shaft using an electromagnetic clutch. That allowed to check the adequacy of the developed engine simulation model. The 
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obtained mathematical model can be used to simulate an electric drive in various operational modes. Comparative analysis of the 

calculated and experimental values indicates the validity of the theoretical positions adopted in the development of the simulation 

model. The simulation model of an induction motor obtained in the MatLab / Simulink software package adequately defines elec-

tromagnetic processes and can be used in the development of a vector control system, as well as in the educational process within 

the framework of the corresponding discipline. 
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Введение 

Развитие силовой полупроводниковой техни-

ки и технологии послужило основой для внедрения 

на подвижном составе электрических железных до-

рог принципиально новых типов частотно-

регулируемого электропривода с тяговыми асин-

хронными двигателями. При этом становится акту-

альной задача теоретического и экспериментального 

исследования различных режимов работы привода. 

В настоящее время применяются несколько методов 

имитационного моделирования для оценки работы 

асинхронного двигателя в статических и динамиче-

ских режимах без трудоемких натурных испытаний. 

На сегодняшний день для моделирования работы 

электротехнических систем применяются преиму-

щественно программные разработки, к числу кото-

рых относятся Maple, MathCad, MatLab, OrCad и др. 

В работе использовался типовой четырехпо-

люсный асинхронный двигатель с короткозамкну-

тым ротором АИР71А4 с номинальной частотой 

вращения 1 370 об. / мин. [1]. Этот двигатель уста-

новлен в экспериментальном стенде, позволяющем с 

помощью электромагнитной муфты задать и вычис-

лить электромагнитный момент на валу асинхрон-

ного двигателя. Это помогает проверить адекват-

ность разрабатываемой имитационной модели дви-

гателя. Полученная математическая модель может 

применяться при моделировании электрического 

привода в различных режимах его работы. 

 

Двухфазная система координат –  – 0 

Теоретической основой для построения си-

стем управления асинхронным приводом послужила 

теория мгновенных мощностей, разработанная Н. 

Акаги в 1984 г. (p–q-теория) [2]. Она базируется на 

определении мгновенных мощностей трехфазной 

цепи с нулевым и без нулевого провода и примени-

ма как для установившихся, так и переходных ре-

жимов работы трехфазной электрической цепи. 

Расчет мгновенной мощности трехфазной 

электрической цепи основан на преобразовании 

трехфазных напряжений и токов из системы коор-

динат a – b – c в двухфазную систему координат  –

  – 0. Эти системы координат являются неподвиж-

ными. Указанное преобразование получило название 

«прямое преобразование Кларк» в честь женщины 

инженера-электрика Edith Clarke [3]. Обратное преоб-

разование из системы координат  –  – 0 в трехфаз-

ную систему координат a – b – c получило название 

«обратное преобразование Кларк» [4]. 

Современные алгоритмы описания работы 

трехфазных асинхронных двигателей базируются на 

представлении электромагнитных величин в виде 

направленных векторов. Будем считать, что сово-

купность симметричных трехфазных ЭДС и токов 

может быть получена с помощью генератора, в ста-

торе которого по осям a – b – c расположены три 

обмотки (рис. 1, а). 
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Рис. 1. Трехфазная (а) и двухфазная (б)  

системы координат 

Fig. 1. Three-phase (a) and two-phase (b) 

coordinate systems 

 

Внутри генератора против часовой стрелки со 

скоростью  вращается ротор, создающий магнит-

ный поток Ф, пересекающий поочередно обмотки 

фаз A, B и C статора и создающий трехфазную сим-
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метричную систему ЭДС ЕА – ЕС. Направление век-

торов ЭДС в обмотках статора совпадают с направ-

лением трехфазных осей a – b – c. 

Двухфазная система координат  –  – 0 по-

казана в виде комплексной плоскости, образованной 

двумя взаимно перпендикулярными осями  и j 

(см. рис. 1, б). При этом вещественная ось (Re) 0 –  

совпадает с осью 0 – а трехфазной системы коорди-

нат. На мнимой оси j комплексной плоскости от-

кладываются мнимые составляющие напряжений и 

токов. 

Преобразование Кларк значительно упрощает 

описание электромагнитных процессов в трехфаз-

ной сети, представленных в виде одного простран-

ственного вектора напряжения и тока. Это позволя-

ет создавать эффективные системы управления 

асинхронным приводом, основанными на векторном 

представлении электрических величин. 

Переход к двухфазной системе координат эк-

вивалентен представлению пространственного век-

тора тока или напряжения трехфазной системы в 

виде двухфазной модели в новой прямоугольной 

системе координат  –  – 0 с сохранением того же 

значения пространственного вектора. 

Пусть имеется некоторый пространственный 

вектор I  в трехфазной системе координат a – b – c, 

представленный проекциями токов A B C, ,I I I  на 

каждую из осей (рис. 2). 
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Рис. 2. Синтез обобщенного вектора  

в системе координат  –  – 0 

Fig. 2. Synthesis of a generalized vector in 

a coordinate system  –  – 0 

 

Если сложить эти векторы в прямоугольной 

системе координат  –  – 0, то получим простран-

ственный вектор 3 2I , в 3/2 раза превышающий 

пространственный вектор I  трехфазной системы 

координат. Следовательно, для выполнения указан-

ного выше условия эквивалентной замены токов, 

необходимо полученный пространственный вектор 

уменьшить в полтора раза, умножив на 2/3. 

В общем случае трехфазная симметричная 

система может быть представлена системой синусо-

идальных напряжений [5]: 


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tUu

tUu

tUu

mC
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   (1) 

т. е. вектор напряжения BU  в фазе B отстает от век-

тора АU  на 2/3, а вектор напряжения СU  опережает 

вектор АU  на тот же угол 2/3. Эти напряжения со-

ответствуют напряжениям прямой последовательно-

сти системы синусоидальных напряжений. 

Суммарный вектор трехфазного напряжения 

можно представить в виде 

CBA UUUU   . 

Пространственный (обобщенный) вектор 

напряжения SU  в двухфазной системе координат  

–  – 0 с учетом полученного ранее коэффициента 

приведения 2/3 определяется уравнением 

 

 ,
3

2

3

2

3

2

2

CBA

CBAS

uaauu

UUUUU



 

 

  (2) 

где uA, uB, uC – мгновенные значения напряжений, 

определяемых (1); a – оператор поворота. 

В уравнении (2) используются следующие 

значения операторов: 

.

;

3/23/42

3/2









jj

j

eea

ea
      (3) 

Проекции единичных по длине операторов 

поворота a и a
2
 на оси  и j двухфазной системы 

координат можно определить с помощью (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Операторы поворота на плоскости  –  – 0 

Fig. 3. Rotation operators on a plane  –  – 0 
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Из рисунка следует, что проекции векторов 

поворота на вещественную  и мнимую j оси со-

ставляют: 

.
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Подставляя полученные значения операторов 

(3) в (2) с учетом (1) получим: 
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Дальнейшие преобразования выражения (5) 

выполним с учетом следующих соотношений: 
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После преобразования получим: 

 .cossin tjtUU mS              (6) 

Из анализа полученного выражения следует, 

что амплитудное значение Um обобщенного вектора 

SU  совпадает с амплитудами трехфазных синусои-

дальных напряжений uA, uB и uC. Диаграммы этих 

напряжений показаны на (рис. 4). Вещественная u = 

Umsint и мнимая u = –Umcost – составляющие 

обобщенного вектора (рис. 4, в) являются, соответ-

ственно, функциями синуса и минус косинуса [6]. 

 

 

 
б 

 
а в 

Рис. 4. Диаграммы напряжений в различных  

системах координат 

Fig. 4. Voltage diagrams in different 

coordinate systems 

 

Для определения положения обобщенного 

вектора на комплексной плоскости  –  – 0 преоб-

разуем выражение (6) к стандартной тригонометри-

ческой форме с одним аргументом. После подста-

новки в (6) известных соотношений: sint = cos (/2 

– t) и cost = sin (/2 – t) получим: 

  .2/sin)/2( cos tjtUU mS   

Полученное выражение представим в показа-

тельной форме: 
    .2/2/2/   j

m

tj

m

tj

mS eUeUeUU  

Положение вектора SU  на плоскости показа-

но на (см. рис. 4, а). Из полученного выражения 

следует, что начальное положение вектора при t = 0 

соответствует углу (–/2) относительно веществен-

ной оси   комплексной плоскости  –  – 0. Вра-

щение вектора SU  с угловой частотой   позволяет 

получить его проекции uA, uB и uC на оси трехфазной 

системы координат a, b и c (см. рис. 4, б).  

Таким образом, трехфазная система напряже-

ний uA, uB и uC (см. рис. 4, б) может быть представ-

лена одним обобщенным вектором SU  на ком-

плексной плоскости  –  – 0 (см. рис. 4, а). 

Моделирование работы трехфазного асин-

хронного двигателя основано на применении вра-

щающейся системы координат, которая регулирует-

ся автоматически до достижения синхронизации с 

вектором напряжения Us, который вращается с уг-

ловой скоростью ω1. 

Далее показан переходной режим работы си-

стемы управления двигателем (рис. 5). Простран-

ственный вектор напряжения Us вращается с посто-

янной скоростью ω1. Когда скорость вращения си-

стемы координат 0 – d – q станет равной ω1, а также 

при равенстве  = 1, выполняется условие синхро-

низации (рис. 5, б). 

При этом в процессе регулирования величина 

угла  может иметь либо постоянное, либо изменя-

ющиеся значение. В переходном режиме угол  из-

меняется произвольным образом, для системы коор-

динат 0 – d – q, вращающейся с постоянной угловой 

скоростью  = 1, угол  = t изменяется во време-

ни t линейно в пределах от 0 до 2. 

Из (рис. 5, а) следует, что переход из непо-

движной системы координат  –  – 0 к вращающейся 

системе координат 0 – d – q [7], повернутой на неко-

торый угол   относительно  –  – 0 может быть ре-

ализован с помощью оператора поворота e
–j

: 

    


 j

SqdS eUU 
0

,        (7) 

иначе говоря вектор напряжения SU  во вращаю-

щейся системе координат 0 – d – q повернут на 

угол  относительно неподвижной системы коорди-

нат  –  – 0 по часовой стрелке, что указывается 

знаком «–» в операторе поворота в выражении (7). 
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Из анализа (рис. 5, а) следует, что проекции 

обобщенного вектора US на координатные оси 0 – d 

– q определяются как 

 cos_ SdS UU  ;  sin_ SqS UU  . 

Если синхронную систему координат 0 – d – – 

q сориентировать по вектору напряжения US, то 

проекция на вещественную ось d будет равна длине 

(модулю) вектора S_d SU U , а проекция на ось q 

будет равна нулю 0S_qU  . 

Из изложенного следует, что при известном 

значении угла  между вращающейся 0 – d – q и 

неподвижной  –  – 0 систем координат можно 

представить мгновенные значения пространственно-

го вектора в виде проекций оси d и q вращающейся 

системы координат 0 – d – q. 

 
Уравнения асинхронного двигателя во 

вращающейся системе координат 0 – d – q 

Из уравнения статора и ротора обобщенной 

электрической машины, положив u2 = 0, можно по-

лучить выражения для асинхронного двигателя с 

короткозамкнутым ротором. В системе координат 0 

– d – q, вращающейся синхронно с магнитным по-

лем статора, соответствующие уравнения для цепи 

статора и ротора принимают вид: 

11
1

111 


 j
dt

d
iRu ,        (8) 

  21
2

220 


 j
dt

d
iR ,           (9) 

где 1 – частота вращения магнитного поля статора, 

 – частота вращения ротора, 2 = 1 –  – частота 

вращения магнитного поля ротора [8–11]. 

Частота вращения ротора ω в модели двига-

теля может быть выражена через величину механи-

ческой угловой скорости вращения ротора :  

 = zp, 

где zp – число пар полюсов двигателя [12].  

В этом случае выражение (9) принимает вид: 

 

  21
2

220 


 pzj
dt

d
iR . 

Потокосцепления статора 1 и ротора 2, вы-

раженные через величины токов статора i1 и ротора 

i2, имеют вид: 

,2111 iLiL m   (10) 

,2212 iLiLm                          (11) 

где Lm – индуктивность намагничивания двигате-

ля [13]. 

Индуктивности статора L1 и ротора L2 в урав-

нениях (10) и (11) с учетом соответствующих ин-

дуктивностей рассеяния L1 и L2 определяются вы-

ражениями: 

L1 = Lm + L1; L2 = Lm + L2. 

Выражая ток i2 из уравнения (11) и подстав-

ляя его в выражение (10), получаем уравнение для 

вычисления потокосцепления статора: 













21

112

2

1 1
L

L

L

L
Li

L

L mmm
.          (12) 

Обозначим значения коэффициентов элек-

тромагнитной связи статора и ротора как 

1

1
L

L
K m и 

2

2
L

L
K m ,         (13) 

а также значение эквивалентной индуктивности 

 
2

1211Э 1
L

L
LKKLL m .  (14) 

С учетом (13) и (14) уравнение (12) принима-

ет вид: 

1 = 2K2 + i1Lэ. 

Подставляя полученное выражение в уравне-

ние (8) для напряжения цепи статора, получим: 

Э11221
1

Э
2

2111 LijKj
dt

di
L

dt

d
KiRu 


 . 

Преобразуем полученное уравнение с учетом 

оператора Лапласа 
dt

d
p  : 

Э112211Э22111 LijKjpiLpKiRu  . 

 

Выразим в полученном уравнении векторы 

напряжения u1, тока i1 и потокосцепления 2 в ком-

плексной форме: 

0

d

q

q

0

d

αα

j β j β

U
.

S_q U
.

S_d

ω

U
.
S

θ
1

θ=

U
.
S

1
ω

ω
1

ω=

a) б)

θ

δ
α

 
Рис. 5. Положение пространственного вектора US в 0 – d – q осях 

Fig. 5. Position of the space vector US in 0 – d – q axes 
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u1 = u1d + ju1q; i1 = i1d + ji1q; 2 = 2d + j2q.  (15) 

В системе координат 0 – d – q, вращающейся 

синхронно с вектором потокосцепления ротора 2, 

его проекции на оси d и q равны: 

2d = 2; 2q = 0.                     (16) 

В соответствии с этим для проекций вектора 

напряжения u1 на оси d и q можно записать: 

.

;

11

1

Э212111

11
1

Э
2

2111
























d

q

qq

q
d

dd

i
dt

di
LKiRu

i
dt

di
L

dt

d
KiRu

   (17) 

Уравнения (17) описывают схему замещения 

обобщенной электрической машины (рис. 6). 

Выражая из уравнения (11) величину некон-

тролируемого по величине тока ротора i2 и подстав-

ляя его в выражение (9) для напряжения цепи рото-

ра, получим: 

  021
2

22

2

2

2

2 





p
m zj

dt

d
iR

L

L
R

L
. (18) 

Выполнив аналогичные преобразования 

уравнения (18) в соответствии с (15) и (16), получим 

выражения для проекций уравнения (18) на оси d и 

q: 

  .0

;0

211

2

2

2
1

2

22

2

2









pq
m

d
m

zi
L

L
R

dt

d
i

L

L
R

L

R

 (19) 

Выражая из первого уравнения системы (19) 

величину производной потокосцепления d2/dt и 

подставляя ее в формулу (17) для проекции напря-

жения u1d на вещественную ось d вращающейся си-

стемы 0 – d – q, после проведенных преобразований 

получим: 

  22
2

211Э1ЭЭ1 1Т 
L

L
RiLipRu m

qdd
. (20) 

Выражая из второго уравнения системы (19) 

величину 12 и подставляя ее в формулу (17) для 

проекции напряжения u1q на мнимую ось системы 0 

– d – q, после проведенных преобразований полу-

чим: 

  pdqq zKiLipRu  2211Э1ЭЭ1 1Т . (21) 

В уравнениях (20) и (21) обозначено: 

– эквивалентное сопротивление: 

2
2
21Э RKRR  ; 

– эквивалентная индуктивность LЭ определе-

на выше в уравнении (14); 

– эквивалентная постоянная времени  

ТЭ = LЭ / RЭ. 

Из первого уравнения системы (19) можно 

выразить соотношение: 

.
22

2

1

2

RpL

LR

i

m

d






  (22) 

После умножения и деления правой части 

(22) на величину 
'
2R , получим: 

121

2






pT

L

i

m

d

,   (23) 

где 
'

2 2 2T L R  постоянная времени цепи ротора. 

 
Уравнения модели асинхронного двигателя 

Уравнения (20), (21) и (23) являются матема-

тической основой для создания электрической со-

ставляющей имитационной модели асинхронного 

двигателя с короткозамкнутым ротором. 

Электромагнитный момент МЭМ рассчитыва-

ется в соответствии с выражением: 

qp iKz 122ЭМ
2

3
М  . 

Угловая частота вращения магнитного поля 

статора 1 в модели двигателя определяется в соот-

ветствии со вторым уравнением системы (19) с уче-

том числа пар полюсов zp по формуле: 

pq zi
KR





 .1

2

22
1 . 

Уравнение электромеханического равновесия 

в модели двигателя представляется в виде 

dt

d
J


 СЭМ ММ ,        (24) 

где MC – момент сопротивления на валу двигателя; J 

– момент инерции, приведенный к валу двигателя. 

В соответствии с уравнениями (20), (21), (23) 

us u r

i s i r
im

L
m

L
sσ L

rσ

L
s L

r

d ψ
s

dt

d ψ
r

dt

ωψ
sjR

s
R

r
ωj ( 1

ω- ) ψr

 
Рис. 6. Схема замещения обобщенной электрической машины 

Fig. 6. Equivalent circuit of a generalized electrical machine 
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и (24) разработана математическая модель асин-

хронного двигателя, реализованная в пакете про-

грамм Matlab. Структурная схема модели представ-

лена на рис. 7. 

Величина потокосцепления ротора 2_опт, со-

ответствующая минимальной величине статорного 

тока при фиксированной величине момент Mem рас-

считывается по формуле: 

 
.

3

2 1
_2

p

mem
опт

z

LLM 
 

 

Из этого уравнения можно получить значение 

момента Mem используемое в дальнейших расчетах: 

2
2_ опт

1

3 1
M

2
em p

m

z
L L

 


. 

 
Экспериментальная часть 

Для проверки полученных результатов был 

разработан лабораторный стенд (рис. 8). Целью про-

ведения эксперимента явилось получение зависимо-

стей вращающего электромагнитного момента дви-

гателя и его скорости в процессе пуска, а также 

сравнение полученных зависимостей соответству-

ющими характеристиками, рассчитанными в резуль-

тате имитационного моделирования. Установка со-

стоит из асинхронного двигателя 4АМХ71А4У3 и 

 
Рис. 7. Математическая модель двигателя 

Fig. 7. Engine mathematical model 

 

 
Рис. 8. Внешний вид экспериментального стенда:  

1 – асинхронный двигатель; 2 – электромагнитный тормоз; 3 – модуль измерения скорости; 

4 – модуль измерения момента; 5 – унифицированная платформа CompactDAQ с установленным 

в ней модулем многоканального сбора данных NI – 9205; 6 – персональный компьютер 

Fig. 8. Exterior of the experimental stand: 

1 – asynchronous motor; 2 – electromagnetic brake; 3 – speed measurement module; 4 – torque measurement 

module; 5 – unified CompactDAQ platform with the NI-9205 multichannel data acquisition module installed in it; 

6 – personal computer 
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расположенной соосно с ним электромагнитной 

муфты. С помощью муфты на валу двигателя уста-

навливается тормозной момент, величина которого 

задается током в обмотке возбуждения муфты. Мо-

дуль измерения момента содержит измерительный 

мост, состоящий из тензорезисторов и усилителя 

сигнала, пропорционального тормозному моменту, 

снимаемого с диагонали моста. В модуле измерения 

скорости двигателя установлена оптопара, сигнал 

которой представляет собой последовательность 

прямоугольных импульсов с изменяющимися в про-

цессе разгона двигателя параметрами: длительно-

стью импульса и паузы. 

Перечисленные модули измерения момента и 

скорости являются составными частями программ-

но-аппаратного комплекса.  

Измеренные с помощью модуля многока-

нального сбора данные поступают на персональный 

компьютер для последующей их обработки. Про-

граммная часть комплекса разработана в среде гра-

фического программирования LabView. 

Получены графики зависимостей момента 

Mem на валу двигателя и скорости его вращения n на 

интервале от момента пуска и до выхода на устано-

вившийся режим работы (рис. 9). 

Из анализа рис. 9 следует, что расчетные и 

экспериментальные значения скоростей близки или 

совпадают. Это свидетельствует о правомерности 

теоретических положений, принятых при разработке 

имитационной модели. Сравнение кривых электро-

магнитного момента не представляется возможным 

в связи с различным характером изменения их зна-

чений во время пуска двигателя. 

 
Заключение 

Таким образом, полученная в пакете про-

граммного обеспечения MatLab (Simulink) [14–16] 

имитационная модель двигателя адекватно опреде-

ляет электромагнитные процессы и может быть ис-

пользована при разработке векторной системы 

управления [17, 18], а также в рамках учебного про-

цесса соответствующей дисциплины. 
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Рис. 9. Скорость вращения двигателя:  

а – расчетные значения; б – экспериментальные значения 

Fig. 9. Motor rotation speed: 

a – calculated values; b – experimental values 
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