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Резюме 

В работе рассматривается анализ деталей подвижного состава железных дорог, подвергаемых воздействию как постоян-

ных, так и переменных по времени, величине и знаку нагрузок, на усталостную прочность. Наиболее актуальным этот 

анализ является для несущих деталей механической части. В результате представленного воздействия в них появляются 

дефекты усталостной природы. Таким образом, наряду с анализом на предельную нагрузку деталей подвижного состава 

железных дорог, в виде напряженно-деформированного состояния и прочности, для изучения параметров их надежности 

и долговечности, необходимо проводить решение задач усталостной прочности. Наиболее эффективным подходом 

представленного изучения остается использование натурных испытаний, с доводкой изделия для получения необходи-

мых параметров его долговечности. Главной характеристикой испытаний является получение усталостных характери-

стик и численных значений предела выносливости. Однако, наряду с высокими временными и материальными затрата-

ми, главным недостатком испытаний является низкий уровень информативности в отношении точности определения 

полей напряжений в реальных деталях изделия. Для выхода на решение этой проблемы в работе рассматривается изуче-

ние возможности использования метода конечных элементов, как наиболее перспективного для изучения работы дета-

лей в сборках конструкций несущих узлов подвижного состава железных дорог. Анализ достоверности численного ре-

шения метода конечных элементов в виде напряженно-деформированного состояния детали проводится в соответствии 

с известным аналитическим (полуэмпирическим) решением, представленным в литературе. 
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Abstract 

During the operation of the rolling stock of railways its parts are exposed to both constant and variable loads in time, magnitude and 

sign, which applies chiefly to its mechanical part. As a result, inside the parts under conditions of a variable stress-strain state, fatigue 

defects appear. Thus, along with the usual calculations of variable stress-strain state and the strength of the parts of the operation of 

the rolling stock of railways, in order to study the parameters of their reliability and durability, it is necessary to solve fatigue strength 

problems. At present full-scale field tests, followed by a stage of fine-tuning of the product to obtain the necessary parameters of its 

reliability and durability remain the main approach. This approach is effective because it is characterized by obtaining objective data 

in the form of a graphical dependence of fatigue characteristics and numerical values of the endurance limit. However, it also has 

significant disadvantages associated with time and material costs, the most significant one being the low level of informativeness 

regarding the accuracy of determining stress fields in the parts of the product. To solve this problem, the paper considers the study of 

the possibility of usage and reliability of computational and theoretical approaches to the analysis of fatigue characteristics of parts 

using the finite element method, as the most effective from the viewpoint of mathematical modeling of parts geometry, mechanical 

characteristics of the material and the effective loading. The problem of analyzing the reliability of the numerical solution of the 

finite element method in the form of a stress-strain state of the part is solved in relation to the well-known analytical (semi-empirical) 
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solution presented in literature. By means of finite element modeling, the result of the fatigue calculation was obtained in graphical 

and numerical form, with further comparison of the obtained data with an analytical solution, which will allow to evaluate the validi-

ty of the finite element method in problems of fatigue strength of products. 
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Введение 

В процессе эксплуатации подвижного со-

става железных дорог (ПСЖД) его детали под-

вергаются воздействию как постоянных, так и 

переменных по времени, величине и знаку 

нагрузок, в особенности это относится к его 

механической части. В результате, в условиях 

переменного напряженно-деформированного 

состояния (НДС) деталей, в них появляются 

дефекты усталостной природы. [1]. При этом, 

заметные остаточные деформации могут отсут-

ствовать вне зависимости от пластичности ма-

териала [1–3]. Таким образом, наряду с обыч-

ными расчетами НДС и прочности деталей 

ПСЖД, для изучения параметров их надежно-

сти и долговечности, необходимо решать зада-

чи усталостной прочности [4]. 

Основным подходом в этом процессе в 

настоящее время остаются натурные испытания с 

последующей доводкой изделия до необходимых 

параметров надежности и долговечности [5, 6]. 

Этот подход эффективен, так как характеризуется 

получением объективных численных значений 

предела выносливости и графических зависимо-

стей в виде усталостных характеристик [7, 8] ис-

пользуемых материалов. Однако он имеет и су-

щественные недостатки, связанные с временны-

ми и материальными затратами, а главным из них 

является низкий уровень информативности в от-

ношении точности определения полей напряже-

ний в деталях изделия. 

Таким образом, наряду с натурными ис-

пытаниями деталей на усталостную прочность 

остается востребованным дальнейшее развитие 

теоретических (математических) расчетных 

подходов анализа усталости деталей ПСЖД с 

применением эффективных численных методов 

и электронно-вычислительных машин (ЭВМ). 

Наибольшее применение из численных 

методов [9–14] анализа НДС деталей, в насто-

ящее время, получил метод конечных элемен-

тов (МКЭ), как отвечающий максимальной эф-

фективности с точки зрения математического 

моделирования геометрии деталей, механиче-

ских характеристик их материала и действую-

щего внешнего нагружения. Благодаря этому 

численному решению, многократно сокращает-

ся время для определения НДС детали, с гра-

фическим отображением этого состояния в лю-

бой момент времени действия переменной 

нагрузки. Полученная таким образом картина 

НДС отражает, в наиболее точном виде, воз-

действие конструктивно-силовых факторов при 

работе детали и может использоваться для по-

лучения данных в расчете её усталостной проч-

ности [1, 4, 8]. 

В работе исследуется достоверность рас-

четных подходов анализа усталостных характе-

ристик деталей ПСЖД с применением МКЭ, 

проводимого с использованием известных ана-

литических решений [1–3, 9, 15], анализируют-

ся численные решения МКЭ в виде НДС дета-

ли. Результат конечно-элементного моделиро-

вания используется для усталостного расчета в 

графическом и числовом виде. Эти сведения в 

дальнейшем сравниваются с данными аналити-

ческого решения, что позволяет оценить валид-

ность метода конечных элементов в задачах на 

усталостную прочность изделий. 

 
Расчетная модель для аналитического и 

численного решения методом конечных 

элементов 

В качестве объекта исследования исполь-

зуется модель полого вала, имеющего следую-

щие размеры: наружный диаметр D = 0,07 м, 
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внутренний диаметр d = 0,035 м, длина вала для 

расчетной модели L = 0,1 м. Все поверхности 

вала шлифованы, т. е. имеют высокий класс по 

шероховатости и точности изготовления (рис. 

1). Также в конструкции вала, в некотором его 

сечении, используется (моделируется) отвер-

стие, предназначенное для протекания смазки. 

Диаметр этого отверстия ds = 0,003 м. 
 

 
Рис. 1. Полый вал 

Fig. 1. Hollow shaft 

 

Так как при работе вал, в любом его се-

чении, нагружен одновременно изгибающим и 

крутящим моментами, то такой вид деформа-

ции называется изгиб с кручением. Подобным 

видам нагружений подвергаются валы машин и 

механизмов, где имеют место нагрузка от за-

цепления зубчатых колес или шкива, а также 

прогиб вала под собственным весом [1, 16]. 

Исследуемый вал (см. рис.1) при вращении 

испытывает нагружение в виде переменного из-

гиба с максимальным моментом Миз(макс) = 1471 

Н·м, и переменное кручение с амплитудным мо-

ментом Мкр(макс) = 1765,2 Н·м, с коэффициентом 

асимметрии r = -0,25 (рис. 2) [1]. Вид цикла 

нагружения при кручении в соответствии с коэф-

фициентом асимметрии, представлен на рис 3. 

Цикл нагружения при изгибе представляет 

собой обычную знакопеременную синусоиду, 

где амплитудные значения Миз(макс) = – Миз(мин). 

 
Рис. 2. Вид сложного нагружения вала 

Fig. 2. Type of complex shaft loading 

 

 
Рис. 3. Вид цикла нагружения вала: τa – амплитудное значение напряжения от кручения; 

τc – среднее значение напряжения от кручения; τмакс – максимальное значение напряжения от кручения; 

τмин – минимальное значение напряжения от кручения 

Fig. 3. View of the shaft loading cycle: τa – amplitude value of a torsion stress; τc – mean value of a torsion stress; 

τмакс –maximum value of the torsion stress; τмин – minimum value of a torsion stress 
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Вал изготовлен из стали 45, имеющая ме-

ханические характеристики, полученные в 

натурном эксперименте по определению преде-

ла выносливости и показателей усталости ис-

пользуемого материала, в виде: предела проч-

ности σв = 686,5·106 Н/м2, предела текучести σт 

= 313,8·106 Н/м2, предела выносливости при 

изгибе σ–1 = 294,2·106 Н/м2 и кручении τ–1 = 

176,5·106 Н/м2. Схема нагружения и граничных 

условий представлены на рис. 4. 

В данной задаче необходимо определить 

запас усталостной прочности вращающегося 

полого вала при знакопеременных напряжениях. 

Аналитический расчет произведен на ос-

нове [1–3]. Максимальное напряжение в валу 

от изгиба: 
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где W – момент сопротивления поперечного 

кольцевого сечения вала изгибу. 

Амплитудное значение напряжения равно 

максимальному: 
26106,46 мНмакса  . 

При таком виде нагружения σср = 0. 

Максимальное напряжение в валу от кру-

чения определяется по формуле: 

а) 

 
б) 

 
Рис. 4. Схема нагружения и заделки: а) изгибающим моментом; б) крутящим моментом 

Fig. 4. Loading and sealing scheme: a) bending moment; b) torque 
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Из-за наличия несимметричного цикла от 

кручения (см. рис.3) минимальное значение 

напряжения будет отличаться от максимально-

го значения в зависимости от коэффициента 

асимметрии, следовательно: 

.10975,6)25,0(109,27 266 мНrмаксмин 

Амплитудное значение напряжения от круче-

ния определяется по формуле: 

.10438,17
2

10975,6109,27

2

26
66
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Среднее значение напряжения от кручения 

определяется по формуле: 

.10463,10
2

10975,6109,27
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66

мНминмакс
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Так как вал круглого сечения, и в нем при-

сутствует поперечное отверстие смазки (см. рис. 

1), необходимо определить коэффициенты кон-

центрации при изгибе . Данный коэффициент, 

по справочным данным, имеет зависимость [1]: 

,









D

d
f s       (2) 

где 04,0
07,0

003,0


D

ds . 

Из соотношения диаметров (6) определя-

ется коэффициент концентрации . Для 

нагружения в виде изгиба он равен: ασ = 2,5. 

Далее необходимо определить коэффициент 

чувствительности к концентрации напряжений – 

qσ, для нагружения в виде изгиба он равен 0,65. 

Расчет эффективного коэффициента концен-

трации при изгибе производится по формуле (1): 

    .975,115,265,0111   qk  

Коэффициент, связанный с абсолютными 

размерами, в рассматриваемой задаче соответ-

ствует углеродистой стали, т. е. с наличием уме-

ренной концентрации напряжений, масштабный 

коэффициент принимается εσ составит 0,7. 

Коэффициент, связанный с состоянием по-

верхности детали принимается равным: β = 0,92. 

Эффективный коэффициент концентра-

ции для вала определяется по формуле: 

  .1,3
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Таким образом, запас прочности на изгиб 

определяется по формуле: 
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где ψσ = 0,1 – коэффициент деформаций при из-

гибе, зависящий от предела прочности материала. 

Далее определяются коэффициенты кон-

центрации при кручении [1]. Теоретический 

коэффициент концентрации принимается ατ = 

3; коэффициент чувствительности к концентра-

ции напряжений будет аналогичным этому ко-

эффициенту при изгибе: qτ = qσ = 0,65. В ре-

зультате эффективный коэффициент концен-

трации при кручении определяется по формуле: 

.3,2)13(65,01)1(1   qk  

Коэффициент, связанный с состоянием 

поверхности детали и масштабный коэффици-

ент при кручении, также связаны с материалом 

и принимаются аналогичными коэффициентам 

при изгибе: β = 0,92; ετ = 0,7. 

На основании принятых значений коэффи-

циентов эффективный коэффициент концентрации 

вала при кручении рассчитывается по формуле: 

  .6,3
92,07,0

3,2
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Таким образом, запас прочности при кру-

чении вычисляется по формуле: 
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где ψτ = 0,05 – коэффициент деформаций при 

кручении, зависящий от предела прочности ма-

териала. 

Общий запас прочности при одновремен-

ном действии переменного изгиба и кручения 

определяется по формуле: 

.65,1
77,205,2

77,205,2

2222
















nn

nn
n      (5) 

В результате вычисление коэффициентов 

запаса прочности по справочным данным [1] 

показало, что общий запас прочности имеет 

меньшую величину, чем отдельно при круче-

нии и изгибе. 
 

Применение метода конечных элементов 

Начинается с построения конечно-

элементной (КЭ) модели, с последующим её 

использованием в анализе НДС в детали. Пред-
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ставленные процедуры проводятся в программ-

ном комплексе MSC Apex [17, 18]. 

Далее представлены 3D-модель и дис-

кретная модель вала без концентратора напря-

жений (рис. 5, а, б), а также граничные условия 

консольного закрепления торцевой плоскости 

вала (рис. 5, в). Все узлы этой плоскости защем-

лены в направлении оси Х; узлы плоскости за-

щемления в плоскости симметрии XОZ защем-

лены только в направлении оси Y; узлы плоско-

сти защемления сечения в плоскости симметрии 

XOY защемлены в направлении оси Z. 

На другом торце КЭ модели вала (рис.6) 

представлено его нагружение в виде: -

изгибающего момента (рис.6а)); и крутящего 

момента (рис. 6 б)). 

Результат расчёта вала на изгиб, при воз-

действии Миз, представлен на рис. 7. Макси-

мальное значение напряжения при изгибе 

50,2·106 Н/м2. 
 

а) 

 

б) 

 

в) 

 
Рис. 5. 3D-модель вала без концентратора напряжений: а) 3D-модель; б) дискретная модель;  

в) условие закрепления 

Fig. 5. 3D model of the shaft without a stress concentrator: a) 3D model; b) discrete model; 

c) the condition of fixing. 

 

а) 

 

б) 

 
Рис. 6. Нагружение вала: а) изгибающий момент; б) крутящий момент. 

Fig. 6. Shaft loading: a) bending moment; b) torque. 

 

а) 

 

 

б) 

 
Рис. 7. Результат расчета вала при изгибе: а) вид в изометрии; б) вид в сечении. 

Fig. 7. The result of the calculation of the shaft under bending: a) the isometric view; b) the sectional view 
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Результат расчёта вала на кручение для 

определения максимального значения напря-

жения равен 28,3·106 Н/м2 (рис. 8, в). 

Для определения минимального значения 

напряжения при кручении учитывается коэф-

фициент асимметрии: 

.441)25,0(2,1765)()( мНrММ макскрминкр 

 

Минимальное значение напряжения 

7,03·106 Н/м2 (рис. 8, г) Значение напряжения 

отрицательное, так как момент направлен в 

противоположную сторону. 

Для подтверждения валидности МКЭ 

необходимо сравнить полученные результаты 

КЭ-моделирования с результатами аналитиче-

ского решения. Для получения погрешности 

результатов применим формулу: 

%,100
1

21





x

xx
 

где x1 – результат аналитического решения; 

 x2 – результат МКЭ моделирования. 

Определение погрешности результатов 

вычисления напряжений: 

– при изгибе: 

%72,7%100
106,46

102,50106,46

6

66





 ; 

– при кручении для максимального зна-

чения: 

%43,1%100
109,27

103,28109,27

6

66





 ; 

– при кручении для минимального значе-

ния: 

%008,0%100
10975,6

1003,710975,6

6

66





  

Большее значение погрешности напряже-

ний при изгибе объясняется линейным законом 

изменения нормальных напряжений аналитиче-

ского решения при используемой толщине 

стенки вала. 

Определение запаса прочности КЭ реше-

ния при кручении, изгибе и общего запаса проч-

ности, производится по формулам (3)–(5) ранее 

а) 

 

в) 

 

г) 

 

б) 

 

Рис. 8. Результат расчета вала при кручении, определение максимального и минимального значений 

касательного напряжения: а) вид в изометрии; б) вид в сечении; в) шкала максимальных значений 

напряжения; г) шкала 

минимальных значений напряжения. 

Fig. 8. The calculation result of the shaft during torsion, determination of the maximum and minimum values of 

the shear stress: a) the isometric view; b) the sectional view; c) maximum stress value scale; d) minimum stress 

value scale 
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представленным в аналитическом решении: 

– на изгиб: 

89,1
102,501,3

102,294
6

6





n ; 

– при кручении: 

75,2
10635,1005,010665,176,3

105,176
66

6





n ; 

– общего запаса прочности при одновре-

менном действии переменного изгиба и кручения: 

.55,1
75,289,1

75,289,1

22





n  

Определение погрешности в расчете за-

паса прочности на изгиб, кручение и общего 

запаса прочности, при сравнении аналитиче-

ского и КЭ решений имеет вид: 

- при изгибе: 

%78,7%100
05,2

89,105,2



 ; 

- при кручении: 

%94,1%100
77,2

75,277,2



 ; 

- для общего запаса прочности при изгибе 

и кручении: 

%45,6%100
65,1

55,165,1



 . 

Погрешность для напряженно-

деформированного состояния, а также запаса 

прочности составила менее 10%, что позволяет 

говорить о валидности МКЭ для анализа уста-

лостной прочности деталей ПСЖД. 

а)  

 

 

 

б)  

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 9. Результат расчета вала при изгибе: а) вид в изометрии; б) вид в сечении. 

Fig. 9. The result of the calculation of the shaft in bending: a) the isometric view; b) the sectional view 

 

а)  

 

 

 

б)  

 

 

 

 

 

 

 

в) 

 

г) 

 

Рис. 10. Результат расчета вала при кручении, определение максимального и минимального значения 

напряжения: а) – вид в изометрии; б) – вид в сечении; в) – шкала максимальных значений напряжения; 

г) – шкала минимальных значений напряжения. 

Fig. 10. The result of the calculation of the shaft during torsion, determination of the maximum and minimum 

values of the shear stress: a) the isometric view; b) the sectional view; c) maximum stress value scale; 

d) minimum stress value scale 
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Дальнейшим шагом является создание 

(КЭ) модели вала с концентратором напряже-

ний в виде отверстия подачи масла и анализ 

результатов МКЭ. Операции по защемлению 

перемещений и заданию нагрузки аналогичны 

выполненным выше. 

Результат расчёта вала на изгиб, для 

определения максимального и минимального 

значения напряжений, при воздействии Миз, 

представлен на рис. 9. Максимальное значение 

напряжения при изгибе составило 99·106 Н/м2, 

оно равно минимальному –99·106 Н/м2. 

Результат расчета вала на кручение для 

определения максимального значения напря-

жения (от воздействия Мкр(макс)) и минимально-

го значения напряжения (от воздействия 

Мкр(мин)) представлены на рис. 10. Максималь-

ное значение напряжения при кручении соста-

вило 38,1·106 Н/м2 (рис. 10, в), а минимальное 

значение – 9,53·106 Н/м2 (рис. 10, г). 

При расчете запаса прочности на основе 

МКЭ не будут учитываться поправочные коэф-

фициенты, используемые из литературы [1], так 

как в концентраторе в виде отверстия для смаз-

ки величины напряжений определены. 

Определение запаса прочности для  

– на изгиб: 

97,2
1099

102,294
6

6





n ; 

– при кручении: 

63,4
10285,1410815,23

105,176
66

6





n ; 

– общего запаса прочности при одновре-

менном действии изгиба и кручения: 

5,2
63,497,2

63,497,2

22





n . 

Сравнение результатов аналитического и 

МКЭ решения проводится определением по-

грешности в расчете запаса прочности на изгиб 

и кручение, также общего запаса прочности: 

- при изгибе: 

%9,44%100
05,2

97,205,2



 ; 

- при кручении: 

%15,67%100
77,2

63,477,2



 ; 

- общего запаса прочности при изгибе и 

кручении: 

%52,51%100
65,1

5,265,1



 . 

Заключение 

Выполненный расчет усталостной проч-

ности полого вала без концентратора в виде 

максимального и минимального напряжения 

при изгибе и кручении с применением МКЭ 

подтвердил его высокий уровень точности (до-

стоверности). Усталостная прочность опреде-

ляется в пределах 10 % относительно результа-

тов расчета на основе аналитических методов. 

Полученное расхождение объясняется главным 

образом линейным распределением нормаль-

ных напряжений по толщине стенки вала при 

теоретическом (сопротивления материалов) 

расчете изгибающего воздействия. Дополни-

тельно в этой ситуации МКЭ позволяет полу-

чить визуальное представление о распределе-

нии напряжений по всему объему рассчитыва-

емой детали. 

Расчёт усталостной прочности полого ва-

ла с концентратором напряжений в виде отвер-

стия, предназначенного для протекания смазки 

(см. рис.1), с получением полей максимального 

и минимального напряжения при изгибе и кру-

чении, показал, что результаты вычисления 

значений запаса прочности с применением 

МКЭ имеют достаточно высокую степень от-

личия от результатов, полученных аналитиче-

ским методом. 

Различие обусловлено тем, что, для упру-

гих моделей деформируемого тела, решение 

МКЭ, в отличие от аналитического подхода, 

позволяет получить практически точную кар-

тину НДС в концентраторе напряжений. Это 

полностью исключает необходимость примене-

ния эмпирических поправочных коэффициен-

тов. Неточность (некорректность) этих коэф-

фициентов объясняется широким диапазоном 

их изменений при сложном нагружении, 

(например, изгиб с кручением вала). Также зна-

чительное влияние на них оказывают размеры и 

геометрическая форма концентраторов напря-

жений, профили переходных поверхностей и 

другие параметры. 
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