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Резюме 

Решение задачи маршрутизации транспортных средств заключается в построении маршрутов от автотранспортного пред-

приятия к определенному количеству потребителей, расположенных в географическом пространстве. Разработка эффек-

тивных систем распределения позволяет минимизировать затраты на доставку, что является актуальным направлением 

совершенствования работы предприятия в современных экономических условиях, с целью обеспечения устойчивых транс-

портных связей между потребителями и для создания конкурентоспособности на рынке транспортных услуг. В статье рас-

сматривается задача маршрутизации транспортных средств при обслуживании потребителей на нескольких маршрутах с 

учетом временных окон. Считается, что транспортное средство может быть назначено для работы более чем на одном 

маршруте за период планирования (рабочий день). Алгоритм решения задачи является итеративным и основан на исполь-

зовании модели псевдополиномиального сетевого потока, узлы которой представляют моменты времени, а дуги – возмож-

ные маршруты транспортных средств. Алгоритм был протестирован на наборе данных из пяти потребителей и двух транс-

портных средств. Также стоит отметить, что вместимость транспортных средств является переменной, оказывающей суще-

ственное влияние на получение оптимального варианта решения задачи. В дальнейших исследованиях, направленных на 

поиск методов решения задачи маршрутизации, рекомендуется учитывать значение постоянных затрат, связанных с ис-

пользованием транспортных средств, поскольку, оно оказывает значительное влияние на функцию минимизации затрат в 

случае применения на практике. Предлагаемый метод позволяет отследить данный момент, поскольку математическая 

модель и алгоритм принимают во внимание стоимостные затраты в целевой функции. 
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Abstract 

Solution of the vehicle routing problem lies in building routes from a motor transport enterprise to a certain number of consumers 

located in a geographic space. Development of efficient distribution systems allows minimizing delivery costs, which is an im-

portant trend in improving the work of an enterprise under present-day economic conditions, in order to provide sustainable 

transport links between consumers to ensure competitiveness in the transport services market. The article considers the problem 

of vehicle routing when serving consumers on several routes, taking into account time windows. It is considered that a vehicle 

can be assigned to work on more than one route during the planning period (working day). The algorithm for solving the problem 

is iterative based on the use of a pseudopolynomial network flow model where nodes represent points in time with the arcs show-

ing the possible routes of vehicles. The algorithm was tested on a dataset of five consumers and two vehicles. It is also worth 

noting that the capacity of vehicles is a variable that has a significant impact on obtaining the optimal solution to the problem. In 

further research aimed at finding methods for solving the routing problem, it is recommended to take into account the value of 

fixed costs associated with the use of vehicles, since it has a significant impact on the cost minimization function if applied in 

practice. The proposed method makes it possible to consider this moment since the mathematical model and algorithm take ac-

count of the expenses in the objective function. 
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Введение 

Выбор маршрута транспортного средства 

(ВМТС) представляет собой комбинаторную 

оптимизационную задачу планирования пути 

следования для объезда определенного количе-

ства потребителей, которым должны доставить 

и/или от которых необходимо получить требу-

емое количество груза. Задача состоит в том, 

чтобы найти наилучший набор маршрутов в 

соответствии с соблюдением эксплуатацион-

ных ограничений транспортных средств. Целе-

вой функцией может быть минимизация транс-

портных расходов, максимизация количества 

обслуженных потребителей или сочетание этих 

факторов [1–6]. Ее можно рассматривать как 

обобщение известной комбинаторной задачи 

коммивояжера, которую можно описать как 

выбор маршрута для одного транспортного 

средства без учета требований потребителей. 

Методы ее решения включают несколько эври-

стических и метаэвристических подходов, а 

также некоторые точные методы, чаще всего 

основанные на методе «ветвей и границ» [7–9]. 

Классическую версию ВМТС обычно называют 

задачей маршрутизации с учетом загрузки, по-

скольку подвижной состав имеет ограниченную 

вместимость (грузоподъемность) [10–13]. 

Наиболее известным вариантом классиче-

ской задачи выбора маршрута является ВМТС с 

временными окнами [14, 15]: существует опре-

деленный период времени, в течение которого 

каждый из потребителей должен быть обслужен. 

Наряду с расстояниями между всеми потребите-

лями и автотранспортным предприятием (АТП) 

необходимо учитывать время в пути и продол-

жительность обслуживания. Иной вариант ре-

шения рассматриваемой задачи представлен в 

литературе авторами [16–18], где допускается, 

что транспортное средство может быть назначе-

но для работы более чем на одном маршруте за 

период планирования, и обозначается как задача 

выбора маршрута транспортного средства с не-

сколькими рейсами. 

В данной статье рассматривается задача 

маршрутизации транспортных средств с вре-

менными окнами и множественными маршру-

тами. Несмотря на очевидную практическую 

значимость (например, доставка скоропортя-

щихся грузов), этот вариант классической зада-

чи не является предметом большого количества 

исследований. Алгоритм задачи, основанный на 

модели псевдополиномиального сетевого пото-

ка, узлы которого представляют собой дис-

кретные моменты времени, а решение состоит 

из набора путей, каждый из которых представ-

ляет собой рабочий день, позволяет определить 

последовательности маршрутов, назначенных 

одному транспортному средству за конкретный 

период планирования. Особенность данной мо-

дели заключается в том, что ее размер зависит 

от продолжительности рабочего дня. Моменты 

времени, рассматриваемые в модели, являются 

целыми, поэтому, когда время в пути не пред-

ставляет собой целое число, предлагается ис-

пользовать процедуры округления, которые 

позволяют получить нижнюю границу значе-

ния. Затем модель встраивается в алгоритм, 

который итеративно добавляет новые моменты 

времени в модель сетевого потока и повторно 

оптимизирует ее до тех пор, пока не будет до-

казано, что найденное решение реализуемо. 

Минимизация транспортных расходов – это 

первоочередная задача поиска кратчайшего пу-

ти с ограничениями ресурсов, сформулирован-

ная в виде графа, дуги которого представляют 

маршруты транспортных средств, генерирую-

щихся априори, поскольку существует допол-

нительное ограничение в продолжительности 

движения, из-за чего количество возможных 

маршрутов резко сокращается. 

 
Модель целочисленного программирования 

для решения задачи маршрутизации 

Для постановки задачи определим, что 

имеется одно АТП, которое является началом и 

концом всех маршрутов транспортных средств. 
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Парк подвижного состава однороден. Все 

транспортные средства имеют вместимость Q 

единиц. Предполагается, что в парке имеется K 

свободных автомобилей. Множество потреби-

телей представлено числом N = {1, ..., n}. Паре 

i, j N    {А} соответствует определенное 

расстояние dij и время в пути tij. Каждый i-ый 

потребитель характеризуется спросом qi, дохо-

дом gi, временем обслуживания si и временным 

окном [ai, bi], где ai – самое раннее время, а bi – 

самое позднее время начала обслуживания i-го 

потребителя. Время начала работы АТП опре-

делено как s0 = 0, и все маршруты транспорт-

ных средств должны соответствовать времен-

ному окну АТП [a0, b0], т. е. ни одно транс-

портное средство не может покинуть предприя-

тие до a0 или прибыть в него после b0. Это вре-

менное окно представляет собой продолжи-

тельность рабочего дня W. Примем, что 

bi + si + di0 ≤ b0  Ɐi  Nr. 

Каждое транспортное средство может 

пройти несколько маршрутов в течение рабоче-

го дня. Маршрут r определяется последова-

тельностью посещений подмножества клиентов 

Nr  N. Он реализуем, если сумма требований 

всех потребителей, принадлежащих Nr, не пре-

вышает вместимости (грузоподъемности) 

транспортного средства и если последователь-

ность посещений такова, что можно посетить 

каждого потребителя в пределах установленно-

го временного окна. Считается, что обслужива-

ние всех потребителей на маршруте не может 

начаться позже, чем через время tmax после 

начала маршрута. Обозначим множество всех 

допустимых маршрутов R. Для каждого марш-

рута также необходимо учитывать время на 

подготовительно-заключительные операции. 

Прежде чем осуществить выезд из АТП для 

выполнения маршрута r, транспортному сред-

ству требуется период времени iNi s
r  для 

загрузки, при этом 
 R . Посещение всех 

пунктов на маршруте может оказаться невоз-

можным из-за ограничения количества доступ-

ных транспортных средств, однако предпочти-

тельным является обслуживание наибольшего 

количества потребителей. 

Задача может быть сформулирована в ви-

де полного ориентированного графа 

G = (V, A), 

где V = N {o} – множество узлов; A = {(i, j) : i, 

j  V} – множество дуг. 

Бинарные переменные 
r
ijx  и 

r
iy  опреде-

ляют, соответственно, принадлежат ли дуга (i, 

j) и i-ый потребитель маршруту r, тогда как би-

нарная переменная zrs определяет транспортное 

средство, которое выполняет маршрут r в свой 

рабочий день. Обозначение r < s указывает, что 

одно и то же транспортное средство назначает-

ся для прохождения маршрута s после маршру-

та r. Переменная 
r
it  представляет момент нача-

ла обслуживания i-ого потребителя, если он 

обслуживается маршрутом r, а 
rt0  и 

rt0
  пред-

ставляют время начала и окончания маршрута r 

соответственно: 

,min
,

 
   


Rr Aji Rr Ni

r

ii

r

ijij ygxd           (1) 

,,0 RrNhxx
Vi Vj

r

hj

r

ih  
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r
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

   (3) 
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r
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

   (4) 

,RrQyq
Ni

r
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
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j

r
ijiji

r
i txMtst       (6) 

,, RrNiybtya r
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r
i

r
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,)1( 00 

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s
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r

rs

s ystzMt          (8) 

. 
 


Rr srRs

rs KRz                       (9) 

Целевая функция (1) отражает, что пред-

почтительнее обслуживание наибольшего ко-

личества потребителей. Для того, чтобы модель 

была действительной, для константы α должно 

быть установлено значение. Ограничения (2)–

(4) являются ограничениями сохранения пото-

ка, а (5) и (9) определяют вместимость и коли-

чество транспортных средств. Период обслу-

живания потребителей должен соответствовать 

определенному временному окну и выражается 

формулой (7). Каждые два потребителя при по-

следовательном обслуживании на одном марш-

руте должны иметь совместимое время (6), так 

же, как и два последовательных маршрута, вы-

полняемых одним и тем же транспортным 

средством (8) [19-21]. 
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Основой алгоритма «ветвей и границ» 

для решения задачи маршрутизации является 

генерация столбцов, где каждый из них пред-

ставляет рабочий день транспортного средства 

w. Продолжительность рабочего дня складыва-

ется из последовательности маршрутов, назна-

ченных транспортному средству, которые 

необходимо выполнить в течение установлен-

ного планового периода.  

Пусть Ω будет набором допустимых ра-

бочих дней, dw и gw – суммарное расстояние 

перевозки и транспортные затраты за рабочий 

день w  Ω соответственно, aiw – бинарный ко-

эффициент, указывающий, обслуживается ли i-

ый потребитель в течение рабочего дня w, то-

гда: 

,)(min



w

www xgd    (10) 

,,1



w

wiw Vixa   (11) 





w

w Kx ,    (12) 

   wxw 1,0  

Целевая функция (10) учитывает, что по-

требитель может быть не посещен в случае не-

хватки времени или отсутствия свободного 

транспортного средства. Выражение (11) уста-

навливает ограничение посещения не более од-

ного раза каждого потребителя. Количество 

рабочих дней в решении не может превышать 

количество доступных транспортных средств 

(12). Решение задачи формулируется как поиск 

кратчайшего пути с ограничениями ресурсов в 

заданном графе, узлы которого представляют 

маршруты транспортных средств, а дуги – пары 

последовательных маршрутов. Все допустимые 

маршруты генерируются заранее. 

Псевдополиномиальная модель сети 

В модели сетевого потока в решении за-

дач маршрутизации переменные представляют 

возможные маршруты транспортных средств, 

которые предварительно генерируются, затем 

решается целочисленная модель с учетом всех 

ее переменных. Поскольку узлы графа пред-

ставляют моменты времени, требуется дискре-

тизация времени. 

Маршрут r  R может быть допустимым, 

если он начинается в разные моменты времени. 

Поэтому для каждого маршрута r считаем, что 

существует несколько маршрутов rt, по одному 

на каждый возможный момент отправления t. 

Продолжительность маршрута r σr различна 

для моментов отправления, так как время ожи-

дания для обслуживания потребителей может 

различаться. 

Пусть (i1, …, i|Nr|) – последовательность 

потребителей, посещенных на маршруте r  R. 

Первый возможный момент времени для за-

вершения маршрута r будет равен  

Tr
– = θi|Nr| + si|Nr| + ti|Nr|o, 

где θi|Nr| – первый возможный момент начала 

обслуживания последнего потребителя i|Nr| на 

маршруте r.  

Можно вычислить Tr
–, полагая, что  

θih = max {θih-1 + sih-1 + tih-1, aih} 

для h {1,..., |Nr|} с θi0 = a0. 

Это означает, как показано на рис. 1, что 

начало маршрута r в любой момент времени  

tr* ≤ Tr
– = θi1 – toi1 

предполагает его завершение в момент времени 

Tr
’–. 

Аналогично, последний возможный мо-

мент времени для завершения маршрута r будет 

равен: 

Tr
+ = φi|Nr| + si|Nr| + ti|Nr|o, 

где φi|Nr| – последний возможный момент нача-

 
Рис. 1. Начальные и конечные моменты времени на маршруте r 

Fig. 1. Initial and final moments on the route r 
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ла обслуживания потребителя i|Nr| на маршруте 

r, а φih = min {φih-1 + sih-1 + tih-1, bih} для h  {1,..., 

|Nr|} с φi0 = b0. 

Начало маршрута в любой момент после 

Tr
+= φi1 – toi1 невозможно, поскольку не учиты-

вается хотя бы одно из временных окон для об-

служивания потребителей. Если маршрут r 

начинается во временном интервале [Tr
–, Tr

+], 

то он будет иметь минимальную продолжи-

тельность, так как время ожидания сведено к 

минимуму. Для каждого r  R интервал [Tr
–, 

Tr
+] вычисляется, как описано выше. Количе-

ство различных допустимых маршрутов для 

рассмотрения: 

,
1













 

Rr

rr

U

TT

 
в единицу времени U, принимая U = 1. 

В модели каждый рабочий день соответ-

ствует пути в ациклическом ориентированном 

графе П = (∆, Ѱ). Множество его вершин ∆ = 

{0, 1, ..., W} представляет дискретные моменты 

времени от 0 до продолжительности рабочего 

дня W и Ѱ = = {(u, v)r : 0 ≤ u < v ≤ W, u  [Tr
-, 

Tr
+], v = u + , r  R}   {(u, v)0 : 0 ≤ u < v ≤ 

W, v = u+1}представляет набор дуг. 

Дуги соответствуют либо допустимым 

маршрутам транспортных средств, либо перио-

дам ожидания. Дуги времени ожидания пред-

ставляют моменты времени рабочего дня, когда 

транспортное средство находится в АТП. В мо-

дели корректируется момент времени начала 

каждого маршрута r  R iNi s
r  за предше-

ствующие моменты времени для учёта продол-

жительности загрузки транспортного средства.  

Модель формулируется как задача о ми-

нимальном потоке. Количество ограничений 

полиномиально по значению W, количество 

переменных полиномиально по допустимым 

маршрутам, ограниченное константой, завися-

щей от параметра tmax. Поэтому модель имеет 

псевдополиномиальное количество перемен-

ных и ограничений. 

Переменная λr
uv соответствует потоку по 

дуге (u, v)r, проходящих по маршруту r, от-

правляющихся из АТП в момент u и прибыва-

ющих в момент v рабочего дня. Переменная z – 

общий поток через граф и рассматривается как 

обратный поток из вершины W в вершину 0. 

Коэффициент dr – стоимость маршрута r, т. е. 

сумма общего пройденного расстояния. Модель 

утверждает, что 

,)(min
),(

 
 


r

rvu Ni

r
uvir gd  (13) 

,1
),(

Ni
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r Nivu
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(15) 

,Kz         (16) 

,),(0  rr

uv vu       (17) 

0z .                   (18) 

Цель моделирования процесса маршрути-

зации – минимизация общего расстояния, 

пройденного всеми транспортными средствами 

в течение рабочего дня (13). Обслужить всех 

потребителей может быть невозможным ввиду 

ограниченного количества доступных транс-

портных средств (16), неравенство в ограниче-

нии (14) учитывает это. Выражения (15), (17) и 

(18) являются ограничениями сохранения пото-

ка в сети, гарантирующими, что количество 

потока, входящего в узел, равно количеству 

потока, выходящего из него [19–27]. 

 
Пример решения задачи маршрутизации 

Рассмотрим решение задачи маршрути-

зации с пятью потребителями, двумя доступ-

ными транспортными средствами (K = 2) вме-

стимостью Q = 10 единиц, tmax = 5 и b = 0,2. В 

табл. 1 приведены следующие исходные дан-

ные: координаты (xi, yi), временное окно [ai, bi], 

спрос qi и время обслуживания si для узла i  N 

= {1, ..., 5}  {o}. 

Таблица 1. Исходные данные 

Table 1. Input data 

Потребитель, i Координаты, (xi, yi) Временное окно, [ai, bi] Спрос, qi Время обслуживания, si 

1 (1, 0) [5, 6] 1 2 

2 (0, 1) [12, 15] 7 2 

3 (1, 2) [15, 18] 1 2 

4 (3, 1) [7, 9] 2 2 

5 (2, 3) [10, 15] 3 2 
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Расстояние между двумя потребителями 

равно евклидову. Представлен граф сетевого 

потока, сгенерированный для рис. 2, оптималь-

ное решение – на рис. 3. В этом решении z = 2 и, 

требуются два транспортных средства, K1 и K2. 

Судя по графу решения (рис. 3), каждое из 

транспортных средств за свой рабочий день 

должно пройти два маршрута. Одно из транс-

портных средств (K1) будет выполнять маршру-

ты, обслуживая потребителей 2, 3 и 4. Загрузка 

транспортного средства для выполнения марш-

рута b начнется в момент времени 3,44, прибы-

тие в АТП – 12,16, ожидание 0,04 момента вре-

мени, и повторная загрузка для маршрута e со-

стоится в момент времени 12,20, окончание ра-

боты на маршрутах и прибытие в АТП в момент 

времени 21,65. Второе транспортное средство 

обслуживает потребителей 1 и 5. Загрузку для 

выполнения маршрута f начинается в момент 

времени 3,60, прибытие в АТП – в 8,00, ожида-

ние 2,99 момента времени для загрузки для 

маршрута а (момент времени 10,99), окончание 

работы на маршрутах в момент времени 20,60. 

Возможные маршруты обслуживания 

всех потребителей отражены в табл. 2. При ре-

ализации алгоритма, описанного выше, все 

пункты маршрута посещаются однократно, и за 

рабочий день обслуживаются все потребители. 

 
Рис. 2. Граф сетевого потока 

Fig. 2. Network flow graph 

 
Рис. 3. Оптимальное решение 

Fig. 3. Optimal solution 

 

Таблица 2. Возможные маршруты обслуживания потребителей 

Table 2. Possible consumer servicing routes 

Маршрут, r Потребитель, i 
Начальный интервал, [Tr

–, 

Tr
+] 

Дуги, {(u, v)r} 

a (5) [5,99; 10,99] 
{(6, 15)a; (7, 16)a; (8, 17)a; (9, 18)a; 

(10, 19)a; (11, 20)a} 

b (4) [3,44; 5,44] {(4, 12)b; (5, 13) b; (6, 14) b} 

c (3) [12,36; 15,36] {(13, 19)c; (14, 20) c; (15, 21) c; (16, 22) c} 

d (2) [10,60; 13,60] {(11, 15)d; (12, 16) d; (13, 17) d; (14, 18) d} 

e (2, 3) [10,20; 12,79] {(11, 19)e; (12, 20) e; (13, 21) e} 

f (1) [3,60; 4,60] {(4, 8)f; (5, 9) f} 
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Переменные представляют возможные 

маршруты транспортных средств в модели се-

тевого потока. Очевидно, что уменьшение ко-

личества дуг уменьшает размер модели, повы-

шая ее эффективность. 

Подход к решению задачи маршрутиза-

ции состоит в перечислении всех возможных 

маршрутов, и определении соответствующей 

модели сетевого потока. Выражения (13)–(18) 

представляют моменты времени. Расстояния в 

контрольных точках не являются целыми чис-

лами, есть альтернативные варианты: либо ис-

пользуется дискретизация, либо применяются 

процедуры округления для использования це-

лочисленной единицы времени. Первый вари-

ант привел бы к модели сетевого потока с 

огромным количеством переменных и ограни-

чений, и не позволил найти оптимальное реше-

ние. Найденное решение во втором варианте во 

многих случаях будет выполнимым. Решение, 

найденное по модели (13)–(18), недопустимо, 

возникает необходимость разработки алгорит-

ма, уточняющего итеративно дискретизацию, 

что позволит достичь оптимального значения 

при первоначальной грубой дискретизации 

времени. 

 
Заключение 

ВМТС – это вариант классической задачи 

маршрутизации транспортных средств. В ста-

тье описана модель сетевого потока и алгоритм 

решения данной задачи. Проведен вычисли-

тельный эксперимент на наборе данных из пяти 

потребителей и двух транспортных средств. 

Один из аспектов, который необходимо уточ-

нить, связан с разработкой эффективных схем 

управления количеством переменных и ограни-

чений модели. Действительно, иногда огромное 

количество дуг, становится явной проблемой, 

препятствующей решению задач с большим 

количеством потребителей. Этого можно будет 

достичь путем разработки новых гибридных 

алгоритмов или путем динамического создания 

дуг. В качестве альтернативы возможна разра-

ботка основанной на модели эвристики, ис-

пользующей преимущества псевдополиноми-

альной модели [7, 28, 29]. 
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