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Резюме 

Довольно часто в науке, да и в транспортной механике тоже, мы сталкиваемся с явлением, когда аргумент некоторой 

функции чрезвычайно мал, а ее значение при этом весьма велико, но их произведение все же ограничено по величине. 

Такие математические модели или системы дифференциальных уравнений называют «жесткими». Их численное инте-

грирование требует применения специальных методов, например, метода Гира, иначе потребуется затратить очень мно-

го «машинного» времени. Хотя и в этом случае правильный результат не гарантирован. Академик Российской академии 

наук А.Н. Тихонов доказал теорему о разделении движения динамической системы на «быстрые» и «медленные» со-

ставляющие, которая при корректном ее применении обеспечивает заданную точность решения, а ее основу составляют 

всего пять условий. По образному и меткому выражению профессора Московского государственного университета 

И.В. Новожилова, исследователь сначала как бы смотрит в телескоп и видит изменение «медленных» переменных, а 

затем – в микроскоп и, очевидно, видит «быстрые» составляющие. К сожалению, теоретический материал, посвященный 

данной теореме, в основном публикуется математиками в соответствующих журналах на определенном уровне. Инже-

неры, выпускаемые техническими вузами, не обладают математическими знаниями в том объеме, который необходим 

для понимания тихоновской теоремы, хотя с задачами, требующими ее применения, в жизни встречаются довольно ча-

сто. Большие усилия к внедрению этой теоремы в приложения были затрачены профессором И.В. Новожиловым, опуб-

ликовавшим несколько монографий по этому вопросу. В настоящей статье делается попытка с инженерной, методиче-

ской точки зрения рассмотреть решение известной, и, конечно же, решенной задачи Стокса. Получено точное и прибли-

женные решения и проведено их сравнение. 
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Abstract 

Quite often in science, as well as in transport mechanics, one faces a phenomenon in which the argument of some function is 

extremely small, while its value is very large, but their product is still limited in size. Such mathematical models or systems of 

differential equations are called «rigid». Their numerical integration requires the use of special methods, like a Gear method; 

otherwise, it may take too much «machine» time. Although in this case the correct result is not guaranteed either. Academician 

of the Russian Academy of Sciences A.N. Tikhonov proved a theorem on separating the motion of a dynamic system into «fast" 

and «slow» components, which, if applied correctly, guarantees a given accuracy of the solution, its basis being made up of only 

5 conditions. According to the figurative and apt expression of the professor of Moscow State University I.V. Novozhilov, it’s as 
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if the researcher first looks through a telescope  seeing a change in «slow» variables and then, looking through a microscope, 

obviously sees «fast» components. Unfortunately, the theoretical material devoted to this theorem is mainly published by math-

ematicians in the corresponding journals at the appropriate level. Engineers graduating from technical universities do not have 

the necessary body of mathematical knowledge to understand the Tikhonov’s theorem, although in life they often face problems 

requiring its application. Great efforts to introduce this theorem into applications were spent by Professor of Moscow State Uni-

versity I.V. Novozhilov, who published several monographs on this issue. In this article, an attempt is made from an engineering, 

methodological point of view to consider the solution of the well-known, and, of course, solved, Stokes problem. Exact and ap-

proximate solutions are obtained and compared. 

Keywords 
system of differential equations, singularly and regularly perturbed mathematical model, spectrum systems, asymptotic method, 

fractional analysis, limiting asymptotic model, «fast» and «slow» components, dimensional and dimensionless variables 
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Введение 

В реальной жизни часто приходится иметь 

дело с такими системами дифференциальных 

уравнений, которые считаются «жесткими». 

Другими словами, когда в составе сил, действу-

ющих на систему, имеется такая сила, что даже 

при малых аргументах она обладает очень 

большими значениями, но ее произведение на 

аргумент, все же, является некоторой ограни-

ченной величиной. Встречаются и задачи, 

спектр составляющих которых сильно разнесен, 

когда численное интегрирование требует чрез-

вычайно малого шага интегрирования и, как 

следствие, большого количества машинного 

времени. Иногда требуется разработка некой 

предельной асимптотической математической 

модели сложного физического объекта, напри-

мер, гироскопа. 

Физическим примером таких систем яв-

ляется проблема взаимодействия колеса по-

движного состава и железнодорожного пути. 

Численное интегрирование таких дифференци-

альных уравнений требует специальных мето-

дов решения, например, способ Гира либо их 

предварительную математическую обработку. 

К последней относится так называемый фрак-

ционный анализ [1]. Он как бы позволяет смот-

реть на процесс эволюции системы, описывае-

мой системой сингулярных дифференциальных 

уравнений, сначала в микроскоп. Тогда мы мо-

жем обнаружить малые и быстрые флуктуации 

решения, но не увидим в целом перспективы 

развития решения. А если обратиться к теле-

скопу, то малых и быстрых флуктуаций мы не 

увидим, но точно определим медленные изме-

нения поведения системы на большом проме-

жутке времени. 

Развивается теория сингулярно возму-

щенных систем, в основном, математиками, их 

работы разбросаны по периодической литера-

туре и обычно начинаются фразой «рассмотрим 

систему дифференциальных уравнений, содер-

жащую малые параметры где-то либо слева при 

производных, либо справа при правых частях». 

В действительности в наших исследованиях мы 

не обнаруживаем таких готовых уравнений, 

поэтому часто инженерами вводится малый 

параметр искусственно, чтобы воспользоваться 

готовым рецептом или решением, полагая за-

тем его равным единице [2–8]. При таком под-

ходе возникает вопрос о сходимости получае-

мых рядов, например, при  = 1 они могут ока-

заться расходящимися. 

Пример решения 

Далее рассматривается достаточно про-

стой пример (так называемая задача Стокса), 

решаемый с помощью известной теоремы ака-

демика  А.Н.  Тихонова о разделении  движений 

динамической системы на «быстрые» и «мед-

ленные» составляющие. Эта теорема содержит

пять условий, при выполнении которых гаранти-

ровано получение решения и его точность.

 Рассмотрим сингулярно возмущенную

систему общего вида: 
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Здесь у и z соответственно n - и m -

мерные векторы. Положив  = 0 и, естественно, 

опустив z0, получим из (1) вырожденную си-

стему уравнений: 
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Нужно ответить на вопрос о близости 

решений систем (1) и (2), который решается с 

помощью теоремы академика А.Н. Тихонова. 

Примем следующие допущения: 

1. Функции Y = (y, t, z, μ) и Z = (y, z, t, μ)

аналитичны по у, z, t,  в некоторой области 

пространства переменных. 

2. Уравнение Z = (y, z, t, 0) = 0 имеет ко-

рень z  = φ(y, t) в некоторой ограниченной об-

ласти D изменения переменных у, t, и этот ко-

рень – изолированный. 

3. Функция Y = (y, φ(y, t), 0) аналитична

по у, t. 

4. Начальные условия z0 лежат в области

влияния корня z = φ(y, t) системы 
d

dz
Z(y, z, t, 0). 

5. Точка покоя z = φ(y, t) системы
d

dz
 Z(y, 

z, t, 0) является асимптотически устойчивой по 

Ляпунову для всех у, t, для которых определен 

корень уравнения Z(y, z, t, 0) = 0. Тогда найдет-

ся такое 0 > 0, что при 0 ≤  ≤ 0 решение си-

стемы (1) существует, единственно и удовле-

творяет предельным равенствам: 
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где 0 ≤ t ≤ t0 – ограниченный, лежащий внутри 

области D интервал времени, на котором суще-

ствует единственное решение системы (1). В об-

ласть 0 ≤ t ≤ t0 для z не входит нулевая точка. Это 

исключает пограничный слой бесконечно малой 

протяженности, где разность zz   велика. 

Обсуждение условий теоремы можно об-

наружить в [5, 6, 9–12]. Отмечается, что для 

нелинейных систем принципиально важным 

является последнее, пятое условие. Если усло-

вия теоремы дополнить замечанием профессора 

Московского государственного университета 

И.В. Новожилова, что теорему Тихонова можно 

использовать для исследования неавтономных 

динамических систем, у которых «быстрые» 

собственные составляющие движения имеют 

затухающий характер, а воздействия на систе-

му, зависящие явно от времени, – медленные 

функции. 

Рассмотрим физический пример движе-

ния шарика в вязкой жидкости (задача Стокса). 

Шарик падает в вязкую жидкость, которая, в 

свою очередь, оказывает сопротивление его 

движению, равное R = kV, где k – коэффициент 

пропорциональности, определяемый, вообще 

говоря, вводимыми идеализациями. Матери-

альная точка – это идеализация некоторого 

твердого тела, когда его размеры не суще-

ственны для решения задачи. Если взять твер-

дое тело, то оно может вращаться вокруг своего 

центра масс, а так как жидкость вязкая, то не-

которая ее часть, несомненно, будет вовлечена 

во вращение, тогда при определенных условиях 

за шариком могут образоваться отрывающиеся 

от него вихри, следовательно, задача суще-

ственным образом усложнится, но наша цель 

заключается не в том, чтобы точнее описать 

движение шарика, а в том, чтобы проиллю-

стрировать методику применения фракционно-

го анализа, поэтому простейшая уже принятая 

нами идеализация считается корректной и 

справедливой). При решении задачи примем 

следующие обозначения: V – скорость движе-

ния, m – масса шарика, h – высота сосуда с 

жидкостью. Необходимо найти решение при 

тривиальных начальных условиях. 

Уравнения движения шарика описывают-

ся следующей системой дифференциальных 

уравнений: 


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kVmg
dT

dX
m
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где заглавными буквами обозначены размерные 

физические величины (переменные задачи): 

X – вертикальное перемещение шарика, T – 

время, V – скорость движения шарика (а ма-

ленькими буквами в дальнейшем будем обо-

значать безразмерные величины). 
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Точные решения 

Нами специально была выбрана задача, 

имеющая точные решения, с которыми можно 

сравнивать приближенное решение, получае-

мое с помощью фракционного анализа. Инте-

грирование системы (3) начнем со второго 

уравнения, которое с помощью метода разделе-

ния переменных сначала приведем к виду: 

;
m

dT

kVmg

dV




или 
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

TV

dT
mkVmg

dV

00

1
  (4) 

В (4) все интегралы являются табличны-

ми и поэтому легко вычисляются, в результате 

получим: 
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Отсюда находим (подставляя (5) в первое 

дифференциальное уравнение системы (3)): 
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Вновь разделяем переменные:
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Вычисляем интегралы и получаем закон для 

перемещения шарика: 
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Таким образом, точные решения системы 

дифференциальных уравнений таковы: 
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Определим размерности наших переменных:
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Изучая окончательные размерности, не-

трудно установить, что отношение массы ша-

рика к коэффициенту пропорциональности для 

сопротивления движению измеряется в секун-

дах, это есть постоянная времени системы, ко-

торую обозначим через T2. Если предположить, 

что шарик падает достаточно долго и поэтому 

устанавливается некоторая предельная ско-

рость падения, то имеем: 
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Следовательно, уравнения (6) теперь 

можно записать в виде: 
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Пусть при T = T1 X = h, т.е. имеем: 
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 (8) 

Последнее уравнение в системе (8) является 

нелинейным относительно постоянной времени 

T1 и поэтому оно может быть разрешено либо 

графическим способом, либо приближенным 

способом, например, разложением экспоненты 

в ряд Тейлора, при ограничении тремя членами 

ряда, если высота сосуда небольшая: 

;0)( 2
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 T
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TV

h
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.
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        (9) 

Если же предположить, что шарик падает 

в безвоздушном пространстве, то его движение 

является равноускоренным и, следовательно, 

запишем: 





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




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;
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1
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2
1

g

h
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(10) 

Сравнение формулы (9), полученной раз-

ложением экспоненты в ряд с сохранением трех 
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членов, и второго выражения системы (10) ука-

зывает на их полную идентичность. Отсюда 

следует вывод, что постоянную времени систе-

мы T1 можно оценивать, используя простей-

шую расчетную схему. Это характерно для 

асимптотических и приближенных методов. 

Приближенные решения 

Следуя алгоритму фракционного анализа, 

проведем нормализацию уравнений движения 

шарика (3): 

,;;
*** V

V
v

Х

Х
х

T

T
t   (11) 

здесь T*, X*, V* – некоторые характерные вели-

чины, от выбора которых априори зависит класс 

исследуемого движения. Подставляя вместо T, 

X, V их значения, определяемые соотношениями 

(11), получим: 


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 (12) 

Для оценки характерных постоянных 

времени системы используем, как нам реко-

мендует фракционный анализ, простейшие гру-

бые математические модели (ибо задача состо-

ит в оценке не самих величин переменных, а их 

порядков). Пусть среда не оказывает сопротив-

ления падению шарика, тогда второе уравнение 

системы (3) может быть переписано так: 
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Теперь предположим, что на шарик действует 

только сила сопротивления, т.е. второе дифферен-

циальное уравнение системы (4) будет иметь вид: 
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    (13) 

Последнее выражение в системе (13) и 

есть еще одна искомая постоянная времени си-

стемы. Введем также другую постоянную вре-

мени системы, равную: 

.
*

*
3

V

X
T 

Следовательно, система дифференциальных 

уравнений (12) примет вид: 
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Теперь все зависит от выбора двух кон-

кретных величин T* и V*, именно их выбор и 

будет выделять для рассмотрения соответству-

ющие классы движений системы. 

1. Случай движения в «малом».

Обратимся к случаю малого трения, ко-

гда процесс изменения скорости шарика опре-

деляется силой тяжести. 
g

X
T *

1  – характерное

время изменения скорости шарика за счет силы 

тяжести; 
k

m
T 2

– характерное время измене-

ния скорости шарика за счет силы трения; 

**

*
3

V

h

V

X
T  – характерное время падения ша-

рика на дно сосуда. «Быстрые» движения про-

исходят во временном масштабе T1, поэтому 

выберем T*=T1, тогда: 
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здесь 1
2

1 
T

T
– малый параметр, безраз-

мерная величина; 1
2

1 
T

T
– большой пара-

метр, безразмерная величина. Разделим первое 

уравнение системы (15) на большой параметр, 

получим: 



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где 
3

1
1 T

T
 , 

2

1
2 T

T
 – два малых пара-

метра, значительно меньше 1. Первый малый 

параметр можно привести к виду: 
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,
3

2

2

1
1 

T

T

T

T

здесь 
3

1

T
T

 – новый малый параметр. Под-

ставляя (15) в (16), находим для исследования 

на временном интервале T1 систему дифферен-

циальных уравнений с малыми параметрами 

при правых частях: 
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решение которой можно искать методом Пуан-

каре, т.е. с помощью рядов по малому парамет-

ру, например, для v: 













...,

...;

)3(
3

)2(
2

)1()0(

)2()2()1()0(

dt

dv

dt

dv

dt

dv

dt

dv

dt

dv

vvvvv

(18) 

следовательно, получаем: 
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Интегрируя последовательно систему 

дифференциальных уравнений (19), находим 

решения: 
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общий член ряда (18) будет таким: 
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в результате решение второго уравнения си-

стемы (17) можно записать так: 
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Если вспомнить, что разложение показательной 

функции в ряд Тейлора имеет вид: 

,
!

)1(...
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xxx
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n
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то нетрудно показать, что ряд (20) сходится к 

следующей функции: 

),1(
1

0

tt eevv 



  (21) 

которая является решением второго дифферен-

циального уравнения системы (17). Нужно 

здесь отметить, что получение асимптотиче-

ским методом некоторой конечной функции – 

это скорее исключение (ибо далеко не всегда 

удается построить весь ряд (18)), чем правило. 

Если же в (21) вернуться к размерным 

единицам, приняв v0 = 0, что следует из началь-

ных условий задачи, то: 
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 (22) 

Сравнивая последнее выражение системы (22) с 

первой формулой (7), констатируем их полное 

совпадение. 

Запишем формулы для трех приближений 

в размерных единицах, чтобы нанести их на 

график: 
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На рис. 1 приведены графики точного и 

приближенного решений исходной задачи (за-

дача Стокса). Чем больше членов ряда мы при-

нимаем в расчет, тем точнее на больших интер-

валах времени представляется решение. При-

ближенные решения достаточно близки к точ-

ному лишь на интервале времени μt << 1, т.е. 

при T << T2. Для большого времени T >> T2 и 

расхождение между точным и приближенным 
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решениями становится большой величиной. 

Этот факт является естественным для асимпто-

тических методов решения дифференциальных 

уравнений. Расчеты были выполнены для сле-

дующих исходных данных: g = 9,805 м/с
2
; 

m = 2 кгсс
2
/м; k = 0,2 кГсс/м; h = 20 м. Посто-

янные времени задачи равны: T1 = 2,02 с; T2 = 

10 с; T3 = 0,204 с, V = 98,05 м/с. 

2. Случай движения в «большом». Рас-

смотрим класс движения в «большом», когда 

характерная скорость V* равна установившейся 

скорости падения: 
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а характерное время T*=T3, тогда вместо (14) 

получим: 
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Покажем, что в случае T1/T2 = 1: 

2
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«Вырожденная» система для (23) имеет вид: 
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отсюда, в частности, следует: 
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Чтобы доказать справедливость вырож-

дения, будем действовать согласно алгоритму 

теоремы академика А.Н. Тихонова и рассмот-

рим «присоединенную» систему: 

,1 v
d

dv




которая должна обязательно обладать устойчи-

востью по отношению к малым возмущениям: 
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Другими словами, для малого возмуще-

ния мы имеем затухающее решение: 

,1

 eCv

или при τ → ∞, Δν → 0, ν → ν
(0)

. Следователь-

но, приближенное решение (24) на ограничен-

ном отрезке времени справедливо с заданной 

точностью. 

Учет «пограничного» слоя 

Для того чтобы удовлетворить второму 

начальному условию, построим пограничную 

функцию вида: 

Рис. 1. Приближенные и точное решение задачи: 

1 – точное решение; 2 – первое приближение; 3 – второе приближение; 4 – третье приближение; 

5 – четвертое приближение 

Fig. 1. Approximate and exact solution of the problem: 

1 – exact solution; 2 – first approximation; 3 – second approximation; 4 – third approximation; 

5 – fourth approximation 
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ν = ν
(0)

 + νn,

т.е. приближенное решение более высокого по-

рядка составляем из разложений вне погранич-

ного слоя и внутри него. Решение вне погра-

ничного слоя зависит от «медленного» времени 

t, а внутри пограничного слоя – от «быстрого» 

времени : 
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но (25) должно удовлетворять второму началь-

ному условию: 
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таким образом, мы построили следующее при-

ближение: 
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однако, в нашей задаче справедливо x0 = 0 и v0 

= 0, следовательно, 
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Если же мы хотим вычислить медленную 

составляющую x(t) с более высокой точностью, 

то нужно изучить еще одну «возмущенную» 

систему: 
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      (26) 

Прямое интегрирование (26) встречает очевид-

ные затруднения, так как производная функции 

vп велика. Поэтому примем: 

,)0( zxx 

и линеаризуем систему относительно z и vп, т.е.:
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Окончательно, напишем следующие соотношения: 
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Точное решение (см. систему (6) второе урав-

нение), выраженное в безразмерных единицах: 

)1( 




t

etx

абсолютно совпадает с приближенным решени-

ем (см. систему (27) первое выражение). 

Из представленного здесь решения задачи 

можно сделать такой вывод, что при учете погра-

ничного слоя приближенные и точные решения 

полностью совпадают, т.е. теорема академика 

А.Н. Тихонова о разделении движения системы на 

«быстрые» и «медленные» составляющие при 

«больших» временах дала возможность получить 

точное решение. Конечно, легкость иллюстрации 

применения теоремы А.Н. Тихонова в данном 

случае объясняется тем, что был выбран простой 

пример. Для нелинейных систем находится асимп-

тотика для решений и это часто бывает важно. 

Сегодня совсем нетрудно обнаружить це-

лый спектр работ математиков-прикладников по 

решению различных задач с помощью теоремы о 

разделении движения системы на «быстрые» и 

«медленные» составляющие [9–20]. 

Обратимся к «железнодорожному» при-

меру, касающемуся тяги поездов, упростив до 

предела расчетную схему (рис. 2). 

z

x0

�

PFтр

Mвр

Мтр

V

Рис. 2. Простейшая расчетная схема колесной 

пары для решения некоторых вопросов 

тяги поездов 

Fig. 2. The simplest design scheme of a wheel 

pair for solving some issues of train traction 
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Уравнения движения расчетной схемы 

колесной пары получены с помощью общих 

теорем динамических систем: 







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







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,

;0

);(

тртрвр

тр

rFMM
dT

d
J

mgPN

VWF
dT

dV
m

  (28) 

где m – масса колеса; Fтр – сила сухого трения; 

N – нормальная реакция опорной плоскости; 

P – нагрузка на колесо; J – момент инерции ко-

леса относительно оси вращения; Mвр – враща-

ющий момент, приложенный к колесу (типом 

тягового электродвигателя пока пренебрегаем); 

Mтр – момент сил трения в подшипнике сколь-

жения; r – радиус колеса, g – ускорение сво-

бодного падения; V – скорость движения цен-

тра масс колеса;  – угловая скорость враще-

ния колеса вокруг собственной оси. 

Если воспользоваться законом Амонто-

на–Кулона (в настоящее время широко исполь-

зуемого в технике), т. е. Fтр = F0∙sign(U), здесь 

U = Ωr – V – скорость проскальзывания колеса 

по опорной плоскости; F0 – максимальная сила 

сухого трения, то система дифференциальных 

уравнений (28) является системой с разрывной 

правой частью, исследование которой является 

довольно сложным делом. При U > 0 осуществ-

ляется режим разгона, при U < 0 возникает ре-

жим торможения, а при U = 0 колесо движется 

с постоянным ускорением вдоль опорной по-

верхности и скорость центра масс колеса изме-

няется по закону, если считать вращающий мо-

мент и момент сил трения постоянными вели-

чинами, т. е. происходит равноускоренное дви-

жение (в этом случае точка касания колеса и 

опорной поверхности является мгновенным 

центром скорости), пройденный катком путь 

вычисляется по формуле 

2
22

2

1
T

r

r

r

MM

m
S

трв р 
 . Конечно же, эти 

результаты являются следствием упрощений 

реальной физической системы. Как подвижная 

единица наша динамическая система обязана 

испытывать сопротивление движению внешней 

среды, чем мы на первых порах пренебрегли. 

Целью является установление факта: 

удержится ли система на этой связи или нет, и 

как это происходит. Другими словами, не со-

вершается ли данная система фрикционные ав-

токолебания? Из теории тяги поездов известно, 

что колесная пара может двигаться либо без 

колебаний, либо совершать периодические 

пробуксовки, либо просто буксовать. 

В соответствие с требованиями теоремы 

академика А.Н. Тихонова о разделении движе-

ния динамической системы на «быстрые» и 

«медленные» составляющие преобразуем си-

стему (28) так: 
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где  – радиус инерции колеса, 

)(0 mgPfF  – сила трения, U – проскаль-

зывание колеса по опорной поверхности. Вто-

рое уравнение системы (28) позволило вычис-

лить нормальное давление колеса на опорную 

поверхность. 

Допустим далее, что скорость движения 

центра масс колеса V изменяется существенно 

медленнее, чем скорость проскальзывания ко-

леса по опорной поверхности U, что обычно 

имеет место в действительности (например, 

скорость центра масс поезда сколь-нибудь су-

щественным образом изменяется за десятки 

секунд, а скорость вращения колесных пар за 

десятые доли секунды). Следовательно, ско-

рость V является в нашей задаче медленной пе-

ременной, а скорость проскальзывания U – 

быстрой переменной. 

Нормализуем систему уравнений (28), 

приняв 
*vVV  , 

*uUU  , 
*tTT  : 


































 




,sign1

;sign

2

*

2

*

1

au
rdt

du

T

T

u
dt

dv

T

T

         (29) 

здесь постоянные времени равны: 
0*1 / FmVT 

, 0*
2

2 /)/( FmUrT  , V* и U* – характерные 

переменные, которые определяют классы дви-

жения принятой динамической системы, 

0вр 0тр 0( ) /a M M rF   – постоянная величина 

при условии, что вращающий момент и макси-

мальная сила сухого трения являются постоян-

ными величинами. В теории тяги поездов ха-

рактерные величины V* и U* связаны извест-

ным соотношением U* = V*, где  = 0,001 – 
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0,025. Тогда вторая постоянная времени будет 

вычисляться по выражению: 

1
2

2 )/( ТrT  ,                       (30) 

а система уравнений примет вид: 
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     (31) 

Очевидно, что структура дифференци-

альных уравнений будет меняться в зависимо-

сти от выбора характерного времени T*. Если 

взять 
1* TT  , то система (31) запишется так: 
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Система, разумеется, является регулярно 

возмущенной с малым параметром в правых 

частях, т. е. 1/ 1*  TT , и для нее можно 

строить асимптотические разложения по мало-

му параметру. Если принять, что 1* TT  , то для 

исследования получим систему дифференци-

альных уравнений вида: 
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Какой вид решения нужно строить в дан-

ном случае зависит от коэффициента ξ(ρ/r)
2
, 

если он существенно меньше единицы, то мож-

но левую часть второго уравнения считать рав-

ной нулю, тогда получаем: 
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Следовательно, безразмерная переменная легко 

находится и равна: 

.
22

2

0 at
r

r
vv




Причем система дифференциальных 

уравнений (33) является сингулярно возмущен-

ной. Конечно же, возникает вопрос об устойчи-

вости решения (34) и на это отвечает теорема 

академика А.Н. Тихонова, но об этом будет 

сказано далее. Третий вариант системы диффе-

ренциальных уравнений возникает тогда, когда 

1* TT  : 
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где 1/ *1  ТT – малый параметр.

В данном примере сила тяги представля-

лась силой сухого трения, но у профессора 

С.М. Куценко [21] был другой подход, на базе 

которого в [22] на основе лабораторных мате-

риалов [23] получено регрессионное уравнение: 

кр
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где Fтр = f0∙Pст. 

График изменения силы тяги, вычисляе-

мой по уравнению регрессии (35) представлен 

на рис. 3. 

Рис. 3. Сила тяги локомотива: 

1 – для сухого чистого рельса с подачей песка; 

2 – для сухого обезжиренного рельса; 3 – для сухого 

чистого рельса; 4 – для мокрого рельса с подачей 

песка; 5 – для чистого рельса, политого водой; 

6 – для рельсов, покрытых тонким слоем смазки 

трансмиссионных передач 

Fig. 3. Locomotive traction force: 

1 – for dry clean rail with sand supply; 2 – for dry 

decontaminated rail; 3 – for dry clean rail; 4 – for wet 

rail with sand supply; 5 – for clean rail poured with 

water; 6 – for rails covered with a thin layer of trans-

mission gear lubricant 

На падающих ветвях силы тяги локомо-

тива, когда ε ≥ εкр, возникает и развивается бок-

сование колесной пары. Коэффициенты a, b, c и 

εкр определены для различных условий контак-

тирования колесной пары с рельсами с исполь-

зованием уравнения (22) и приведены в табл. 1. 

Для сухого чистого рельса находим, что мак-



ORIGINAL PAPER 
 

 

Modern technologies. System analysis. Modeling 2022. No. 2 (74). pp. 33–46 

ISSN 1813-9108 43

симальная сила тяги одной колесной пары ло-

комотива составляет около 5,8 тс. 

При проведении экспериментальных ис-

следований с поездами, ведомыми ВЛ-10 или 

ВЛ-11, Л.А. Мугинштейн нашел максимальное 

значение равное 0,252, а О.А. Некрасов для ВЛ-

80, ВЛ-60 – 0,265. Эти результаты хорошо кор-

респондируются с данными, представленными 

в табл. 2. 

Укажем на следующий известный факт, 

представленный в докладе Академии наук РФ за 

2009 г., в котором обновлено понимание силы 

сухого трения. Сотрудниками академика 

В.Ф. Журавлёва были выполнены соответству-

ющие лабораторные исследования по двухком-

понентному сухому трению, когда к исследуе-

мому объекту прикладывались горизонтальная 

сила и вращающий момент, а применение ап-

проксимации Падэ позволило получить соответ-

ствующие регрессионные выражения [24–29]. 

Прошло почти 14 лет, но научные сотрудники 

железнодорожного транспорта в своей практике 

этим не пользуются. В транспортной механике 

данный подход принципиально важен, ибо к ко-

лесной паре кроме горизонтальной силы тяги 

еще приложен и вращающий момент тягового 

двигателя. 

Другие примеры можно обнаружить в ра-

ботах [14, 17, 18, 22], которые имеют достаточно 

большой объем и их изучение может помочь 

читателю в овладении математическими аспек-

тами теоремы академика А.Н. Тихонова. Анализ 

статей, посвященных динамике подвижного со-

става железных дорог, позволяет авторам про-

гнозировать смену парадигмы математических 

моделей с обыкновенных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами на 

обыкновенные дифференциальные уравнения с 

переменными (или случайными) коэффициен-

тами. Эти дифференциальные уравнения не изу-

чаются в технических вузах. Всем железнодо-

рожникам известно – вертикальная жесткость 

пути переменная по длине рельсового звена 

(рис. 4), но до сих пор корректно этот факт не 

учитывался, что совершенно неправильно. При 

движении колесной пары экипажа по такому 

пути она будет совершать колебательные дви-

жения. Когда жесткость пути постоянна, то ни-

каких движений колесная пара совершать не 

будет – это принципиально неправильно. В 

дальнейшем необходимо разрабатывать методи-

ку решения таких задач, так как высшая матема-

тика не предлагает нам регулярных методов их 

интегрирования. 

Заключение 

Исследуемая динамическая система долж-

на содержать весь спектр переменных, часто для 

«быстрых» составляющих задачи дифференци-

альные уравнения приходится выводить из (3), 

например, сила взаимодействия колеса с рель-

сом определяется их псевдоскольжением друг 

Табл. 1. Коэффициенты регрессионного уравнения (22) 

Table 1. Coefficients of the regression equation (22) 

Условия на контакте колеса с рельсом a b c εкр fсц max/f0 
Коэффициент 

корреляции 

Сухой чистый рельс с подачей песка 0,88454 0,41034 0,40645 0,032 0,5891 0,99264 

Сухой обезжиренный рельс 0,72771 0,28755 0,28888 0,032 0,5451 0,99767 

Сухой чистый рельс 0,71693 0,37933 0,37605 0,033 0,4922 0,9955 

Мокрый рельс с подачей песка 0,62734 0,38389 0,37349 0,027 0,4318 0,97756 

Чистый рельс, политый водой 0,35161 0,32744 0,33716 0,045 0,2510 0,99737 

Рельс, покрытый тонким слоем смазки 

трансмиссионных передач 
0,24823 0,43601 0,43151 0,026 0,1612 0,9824 

Таблица 2. Значение потенциального коэффициента сцепления колеса с рельсом 

Table 2. The potential coefficient value of wheel to the rail cohesion 

Условия контактирования колеса с рельсом max

Сухой чистый рельс с подачей песка 0,300 

Сухой обезжиренный рельс 0,278 

Сухой чистый рельс 0,236 

Мокрый рельс с подачей песка 0,173 

Чистый рельс, политый водой 0,085 

Рельс, покрытый тонким слоем смазки трансмиссионных передач 0,029 
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по другу. Для данной переменной обычно нет 

дифференциального уравнения, его необходимо 

вывести из исходной системы, чтобы привести 

заданную систему к виду (1). 

Использование теоремы академика 

А.Н. Тихонова о разделении движений динами-

ческой системы на «медленные» и «быстрые» 

составляющие позволяет после вырождения 

точной системы, получить динамическую си-

стему меньшей размерности. Причем даже при 

использовании численных методов интегриро-

вания нелинейных дифференциальных уравне-

ний их математическая проработка позволит 

принять большой шаг интегрирования, что 

уменьшит затраты «машинного» времени. 
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