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Резюме 

Целью представленного научного исследования является технико-экономическая оценка направлений по повышению В 

статье указывается на необходимость смены парадигмы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, 

описывающими в настоящее время динамику подвижного состава железных дорог, на дифференциальные уравнения с пе-

ременными (случайными или периодическими) коэффициентами. Вертикальная жесткость железнодорожного пути в усло-

виях дискретной инерционной модели не является постоянной величиной и может быть аппроксимирована рядом Фурье со 

128 членами. Авторы нашли возможность ограничиться пятью членами. Рассмотрена задача взаимодействия неподрессо-

ренной массы локомотива и неравноупругого по протяженности пути, который позволит определить все переменные зна-

чения, в том числе и ускорения. Главной причиной колебаний колесной пары, движущейся по идеальному (без геометриче-

ских неровностей) пути, является его неравноупругость. Показано, что если бы путь был равноупругим по протяженности, 

то подвижной состав на таком пути не совершал бы колебаний. Поэтому была выведена математическая модель динамиче-

ского поведения кузова локомотива, тележки и колесной пары. Расчеты производились для локомотива ЭП2К. Исследовано 

влияние неравноупругости пути на ускорение подпрыгивания кузова электровоза, тележки и колесной пары. Установлено, 

что максимальное ускорение колесной пары локомотива при движении по неравноупругому пути с увеличением скорости 

возрастает от 0,36 до 0,6g, т. е. почти в два раза. Определены экспертные оценки критических скоростей для тележки, ко-

лесной пары и кузова локомотива, часть из которых находится в зоне эксплуатационных скоростей. 
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Abstract 

The article points out the need to change the paradigm of differential equations with constant coefficients, which currently de-

scribe the dynamics of the railway rolling stock, for differential equations with variable (random or periodic) coefficients. The 

vertical stiffness of a railway track under the conditions of a discrete inertial model is not a constant value and can be approxi-

mated by a Fourier series with 128 terms. We found it possible to limit ourselves to 5 members. The problem of interaction be-

tween the unsprung mass of a locomotive and a track that is unequally elastic along its length is considered, which will make it 

possible to determine all variable values, including accelerations. The main reason for vibrations of a wheel set moving along an 

ideal (without geometric irregularities) track is its non-uniform elasticity. It is shown that if the track were equally elastic in 

length, then the rolling stock on such a track would not oscillate. Therefore, a mathematical model of the dynamic behavior of the 

locomotive body, bogie and wheelset was derived. The calculations were made for the EP2K locomotive. The influence of non-

uniform elasticity of the track on the bouncing acceleration of the locomotive body, bogie and wheelset is considered. It has been 

established that the maximum acceleration of the locomotive wheelset when moving along an unequally elastic track increases 
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from 0.36g to 0.6g with increasing speed, i.e. almost 2 times. Expert estimates of critical speeds for the bogie, wheelset and lo-

comotive body are found, some of which are in the zone of operational speeds. 
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Введение 

Экспериментальные исследования верти-

кальной жесткости железнодорожных путей в 

Сибирском регионе указывают на непостоянство 

ее величины по протяженности рельсового звена, 

что приводит исследователей динамики подвиж-

ного состава к применению обыкновенных диф-

ференциальных уравнений с переменными коэф-

фициентами (рис. 1). 

Средняя величина жесткости пути вы-

числялась с помощью определенного интеграла 

и усреднялась по длине рельсового звена – 

5 764,674 тс/м. Для вывода математической мо-

дели условного одноосного обобщенного элек-

тровоза ЭП2К использовалась дискретная 

инерционная модель пути. С применением 

энергетического метода Лагранжа второго рода 

получено: 
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  – вектор весовых нагрузок на элек-

тровоз. 

Найденная система дифференциальных 

уравнений (1) по стандартному алгоритму [1] бы-

ла приведена к нормальной форме Коши (этого 

требуют практически все численные методы ин-

тегрирования дифференциальных уравнений): 

В дифференциальном уравнении (2) при-

няты следующие величины: 
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x   – координата, 

определяющая положение электровоза на же-

лезнодорожном пути, м; V – скорость движения 

электровоза, км/ч; t – время, с; 3,6 – переводной 

коэффициент скорости движения из км/ч в м/с; 

E – единичная матрица размерности 33; 
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Y – новый вектор обобщенных коорди-

нат размерности 61. 

Так называемые параметрические колеба-

ния динамических систем, когда какие-либо из 

параметров зависят, например, от времени, ис-

следовались многими авторами [2–6]. На желез-

нодорожном транспорте большой вклад в изуче-

ние параметрических колебаний был внесен 

И.С. Леванковым и другими исследователями 

[7–20]. Известно, что системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений с переменными 

коэффициентами не обладают регулярными 
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методами их интегрирования. Поэтому часто 

ученым приходится прибегать либо к прибли-

женным, либо численным методам. 

Эти дифференциальные уравнения обла-

дают рядом особенностей, главная из которых 

заключается в расширении такого важного по-

нятия, как резонанс. В классическом понимании 

– это совпадение какой-либо собственной часто-

ты с частотой вынуждающей силы. В случае па-

раметрической системы под резонансом уже 

понимается не конкретное значение, а некоторая 

область значений, причем их количество являет-

ся счетным множеством. Однако практическое 

значение имеют две-три зоны динамической не-

устойчивости (параметрического резонанса) 

[21]. В теории колебаний таких систем принято 

различать простые и комбинационные области 

параметрического резонанса, последние не воз-

никают в консервативных динамических систе-

мах, а их ширина возрастает с увеличением дис-

сипативных сил. В областях параметрического 

резонанса решения динамической системы экс-

поненциально растут или затухают, причем они 

разделяются периодическими решениями. Сле-

довательно, последние являются границами об-

ластей параметрических резонансов. Отсюда 

очевидно, что не получится построить их чис-

ленным интегрированием дифференциальных 

уравнений с переменными коэффициентами. 

 
Расчет динамических составляющих, 

действующих на элементы механической 

части электровоза ЭП2К при движении 

по неравноупругому пути 

В качестве исследуемого объекта возь-

мем электровоз ЭП2К. Для вычисления соб-

ственных частот электровоза в случае отсут-

ствия диссипативных сил воспользуемся стан-

дартной функцией Mathcad eigenvals(A-1C0). 

При наличии сил вязкого трения применим 

матрицу Коши, т. е eigenvals(G(0)). Результаты 

представлены в табл. 1. 

Изучение результатов (см. табл. 1) позво-

ляет утверждать, что частоты подпрыгивания 

кузова, тележки и колесной пары отличаются 

друг от друга в консервативном и диссипатив-

ном случаях несущественно. Наибольшая ошиб-

ка касается колесной пары электровоза и состав-

ляет 4,4 %. Рассмотрение логарифмического ко-

эффициента затухания свободных колебаний δ 

указывает на следующий факт – кузов электро-

воза демпфирован слабо, тележка электровоза 

лишь немного недодемпфирована (если считать 

нормой значение этого показателя в пределах 

0,2–0,4), колесная пара демпфирована нормаль-

но. Малость диссипативных сил электровоза 

проверялась по критерию, предложенному в [1]: 

 
.359,0
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1
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CAnorme

BAnorme
 (3) 

Нормы матриц вычислялись по Эвклиду с 

помощью стандартной функции математиче-

ского пакета Mathcad norme (…). Сравнение 

полученного с помощью (3) результата с по-

следней колонкой в табл. 1 позволяет утвер-

ждать, что диссипативные силы электровоза 

ЭП2К являются малыми. 

Так как вертикальная жесткость железно-

дорожного пути (см. рис 1) содержит скрытые 

периодичности, то вычислим критические ско-

рости движения электровоза ЭП2К (табл. 2). 

Из табл. 2 вытекает вывод, что в зону экс-

плуатационных скоростей движения поездов 

(40–120 км/ч) попадают одна – для кузова, две – 

для тележки и одна – для колесной пары. Эти 

скорости были вычислены исходя из условия, 

Таблица 1. Значения частот в консервативном и диссипативном случаях  

Table 1. Frequency values in conservative and dissipative cases 

Элементы электровоза 

Locomotive elements 

Консервативный случай 

Conservative case 

Диссипативный случай δ = n / k0 

Dissipative case 

рад/с Гц рад/с б/р 

Кузов Body 9,907 1,577 9,910 0,053 

Тележка Bogie 37,869 6,027 37,576 0,113 

Колесная пара Wheelset 139,734 22,239 133,846 0,299 

 

Таблица 2. Критические скорости движения электровоза по неравноупругому пути 

Table 2. Critical speeds of an electric locomotive along an unevenly elastic path 
Элементы электровоза 

Locomotive elements 

Критические скорости движения электровоза, км/ч 

Critical locomotive speeds, km/h 

Кузов Body 40,53 30,31 16,23 6,18 

Тележка Bogie 154,92 115,86 62,05 23,61 

Колесная пара Wheelset – – – 87,11 
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что на спектральной плотности вертикальной 

жесткости пути обнаружены скрытые периодич-

ности со следующими длинами волн (табл. 3). 

Необходимо отметить, что длина пятой 

составляющей хорошо корреспондируется с 

междушпальным расстоянием. В районе крити-

ческих скоростей в виде клиньев будут разви-

ваться области параметрических резонансов. 

Результаты математического моделиро-

вания динамики электровоза ЭП2К показаны 

Таблица 3. Длины волн скрытых периодических составляющих 

Table 3. Wavelengths of hidden periodic components 
№ составляющей 

# of the component 

Длина волны, м 

Wavelength, m 

1 15,620 

2 3,570 

3 2,670 

4 1,430 

5 0,544 

 

 
Рис. 2. . Подпрыгивание кузова электровоза ЭП2К при движении по идеальному, но неравноупругому 

пути, м (красная кривая – скорость 100 км/ч; синяя кривая – скорость 40 км/ч) 

Fig. 2. Bouncing of the EP2K electric locomotive body when moving along an ideal but unevenly path, m 

(red curve – speed 100 km/h; blue curve – speed 40 km/h) 

 

 
Рис. 3. Подпрыгивание тележки электровоза ЭП2К при движении по идеальному, но неравноупругому 

пути, м (красная кривая – скорость 100 км/ч; синяя кривая – скорость 40 км/ч) 

Fig. 3. Bouncing of the bogie of the electric locomotive EP2K when moving along an ideal but unevenly path, m 

(red curve – speed 100 km/h; blue curve – speed 40 km/h) 

 

 
Рис. 4. Подпрыгивание колесной пары электровоза ЭП2К при движении по идеальному, 

но неравноупругому пути, м (красная кривая – скорость 100 км/ч; синяя кривая – скорость 40 км/ч) 

Fig. 4. Bouncing of the wheelset of the electric locomotive EP2K when moving along an ideal, 

but unevenly elastic track, m 

(red curve – speed 100 km/h; blue curve – speed 40 km/h) 
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ниже на рис. 2–10. Рис. 2–4 указывают на то, 

что чем дальше узел электровоза от железнодо-

рожного пути, тем в меньшей степени он отзы-

вается на неравноупругость пути. 

Ускорения подпрыгивания соответству-

ющих узлов электровоза ЭП2К отличаются 

друг от друга несколько больше, чем переме-

щения. Можно приближенно полагать, что 

подпрыгивание кузова электровоза от скорости 

его движения практически не зависит. Подпры-

гивание тележки имеет немного большую ам-

плитуду колебания. 

Графики, показанные на рис. 2–4, указы-

вают на то, что перемещения частей электрово-

за ЭП2К нельзя считать гармоническими, по-

этому необходим спектральный анализ. Для 

экспертной оценки воспользуемся размахом 

амплитуд кузова, тележки и колесной пары. По 

рис. 5 понятно, что ускорения подпрыгивания 

кузова электровоза при скорости 40 и 100 км/ч 

 
Рис. 5. Ускорение подпрыгивания кузова электровоза ЭП2К при движении по идеальному, 

но неравноупругому пути, в долях g (красная кривая – скорость 100 км/ч; синяя кривая – скорость 40 км/ч) 

Fig. 5. Acceleration of bouncing of the EP2K electric locomotive body when moving along an ideal, 

but unevenly elastic track, in fractions of g (red curve – speed 100 km/h; blue curve – speed 40 km/h) 

 

 
Рис. 6. Ускорение подпрыгивания тележки электровоза ЭП2К при движении по идеальному, 

но неравноупругому пути, в долях g (красная кривая – скорость 100 км/ч; синяя кривая – скорость 40 км/ч) 

Fig. 6. Acceleration of bouncing of the EP2K electric locomotive bogie when moving along an ideal, 

but unevenly elastic path, in fractions of g (red curve – speed 100 km/h; blue curve – speed 40 km/h) 

 

 
Рис. 7. Ускорение подпрыгивания колесной пары электровоза ЭП2К при движении по идеальному, но 

неравноупругому пути, в долях g (красная кривая – скорость 100 км/ч; синяя кривая – скорость 40 км/ч) 

Fig. 7. Acceleration of bouncing of the wheelset of the electric locomotive EP2K when moving along an ideal, 

but unevenly elastic track, in fractions of g (red curve – speed 100 km/h; blue curve – speed 40 km/h) 
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совпадают. Объяснить это можно только высо-

кими фильтрующими свойствами подвешива-

ния электровоза. 

Максимальные значения ускорения ко-

лесной пары электровоза находятся в пределах 

0,4–0,6g (при V = 40–100 км/ч), т. е. ускорение 

колесной пары электровоза не очень большое 

при движении по неравноупругому пути. С 

возрастанием неравноупругости оно будет уве-

личиваться. 

Вид полученных реализаций для давле-

ния на неравноупругий путь требует спек-

трального анализа, чтобы сделать вывод о том, 

какая составляющая неравноупругого пути яв-

ляется наиболее опасной с точки зрения без-

опасности движения поездов. 

Среднее давление электровоза на желез-

нодорожный путь показано в табл. 4. 

Вычисления среднего давления выполнялись 

по формуле: 

 
Рис. 8. Давление электровоза ЭП2К на путь при движении по идеальному, но неравноупругому пути (тс) 

(красная кривая – скорость 100 км/ч; синяя кривая – скорость 40 км/ч) 

Fig. 8. Pressure of the electric locomotive EP2K on the track when moving along an ideal, but unevenly elastic 

track (ts) (red curve – speed 100 km/h; blue curve – speed 40 km/h) 

 

 
Рис. 9. Размах давления электровоза ЭП2К на путь при движении по идеальному, но неравноупругому 

пути (тс) 

(красная кривая – скорость 100 км/ч; синяя кривая – скорость 40 км/ч) 

Fig. 9. The pressure range of the electric locomotive EP2K on the track 

when moving along an ideal, but unevenly elastic track (ts) 

(red curve – speed 100 km/h; blue curve – speed 40 km/h) 

 

Таблица 4. Экспертная оценка среднего давления электровоза на путь 

Table 4. Expert assessment of the average pressure of an electric locomotive on the track 
V, км/ч 20 40 60 80 100 

, тс 22,560 22,517 21,617 22,055 22,592 
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здесь T – длина реализации давления электрово-

за на путь во времени. 

Статическое давление электровоза на путь 

составляет 22,610 тс. Его сравнение с данными 

табл. 4 позволяет сделать вывод о том, что экс-

пертная оценка среднего давления электровоза 

ЭП2К на неравноупругий путь на перегоне чрез-

вычайно близка к статическому давлению. Мак-

симальное значение размаха давления на путь 

достигает приблизительно 6 тс на скорости 80 

км/ч. Эта скорость весьма близка к критической 

скорости движения электровоза, а именно ко-

лесной пары. Около этой скорости возникает 

параметрический резонанс колесной пары, но ее 

амплитуда, несомненно, ограничена силами тре-

ния электровоза. Однако они создают критиче-

ское значение для коэффициента параметриче-

ского возбуждения μ. 

Динамическая система (2) является ли-

нейной, следовательно, для нее справедлив 

принцип суперпозиции. Поэтому для каждой 

гармоники демультипликационного воздействия 

границы областей динамической неустойчиво-

сти, видимо, можно отыскивать отдельно. По-

этому выделим неравноупругость пути в виде 

отдельного слагаемого в дифференциальных 

уравнениях, переписав (2) так: 

,2cos2 10 tYGYGY 
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рического возмущения, б/р (его величина нахо-

дится в пределах 0–0,07); 
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  – частота 

параметрического возбуждения, зависящая как 

от скорости движения электровоза (км/ч), так и 

от длины составляющей неравноупругости l 

(см. табл. 3); 
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Y
 – вектор обобщенных 

координат (yк, yт, yкп – подпрыгивание соответ-

ственно кузова, тележки, колесной пары). 

Заметим, что в (5) был опущен постоянный 

член Q


, так как он не оказывает никакого вли-

яния на границы областей параметрических 

резонансов (или динамической неустойчиво-

сти) [22]. 

Обратимся к поиску зон параметрической 

неустойчивости кузова, тележки и колесной пары 

электровоза, приняв l = lk. Тогда частота мульти-

пликативного возмущения вычисляется по (6): 

kl

V

6,3


 .                                   (6) 

Решение системы обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений с периодическими ко-

эффициентами будем разыскивать в виде: 

,3sin32cossincos 3311 tBtAtBtAY 


 

(7) 

Это позволит нам определить границы 

параметрического резонанса для главной (пер-

вой) и третьей области динамической неустой-

чивости: 

,0))(det(  EK                           (8) 

здесь матрица K(μ) для первой и третьей зон 

неустойчивости равна: 
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Для нахождения второй и четвертой об-

ластей параметрического резонанса общее ре-

шение (5) разыскиваем в виде: 

.4sin42cos

2sin2cos

44

220
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           (10) 

Подстановка (10) после дифференцирова-

ния по времени в левую часть (5) и просто так в 

правую часть с дальнейшими тригонометриче-
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скими преобразованиями приводит к следующей 

матрице K(μ): 
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где под 0, как и в (9), подразумевается нулевая 

матрица размерности любой из матриц G0 или 

G1, т. е. 66. Отметим, что чем больше членов 

мы учитываем в решениях (7) и (10), тем выше 

и шире становятся матрицы (9) и (11).  

Критические скорости кузова, тележки и 

колесной пары электровоза ЭП2К, в районе ко-

торых развиваются параметрические резонан-

сы, показаны в табл. 5. Результаты математиче-

ского моделирования уравнения (8) представ-

лены на рис. 10 и 11. 

 
Рис. 10. Резонансные скорости движения электровоза ЭП2К 

по неравноупругому пути в диапазоне скоростей 40–70 км/ч 

Fig. 10. Resonance speeds of the electric locomotive EP2K along 

an unevenly elastic track in the Siberian in the speed range of 40–70 km/h 

 

 
Рис. 11. Резонансные скорости движения электровоза ЭП2К 

по неравноупругому пути в диапазоне скоростей 70 – 200 км/ч 

Fig. 11. Resonance speeds of the electric locomotive EP2K along 

an unevenly elastic track in the speed range of 70–200 km/h 
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Сразу оговоримся, что нами опущены ско-

рости от 2 до 40 км/ч, а также свыше 200 км/ч. 

Оставлены только те скорости, которые попада-

ют в зону эксплуатационных скоростей. 

Если допустить, что железнодорожный 

путь является равноупругим, т. е. вертикальная 

жесткость пути на его протяженности постоянна, 

то мы получили бы только три резонансных ча-

стоты, совпадающие с собственными, а именно – 

9,907; 37,869; 139,734 рад/с. Дальше все опреде-

ляется длиной волны геометрической неровности 

или ее спектральной плотностью. На спектраль-

ной плотности подпрыгиваний кузова, тележки и 

колесной пары электровоза обнаружились бы на 

указанных частотах «пики». 

Если мы меняем парадигму дифференци-

альных уравнений с постоянными коэффициен-

тами на парадигму дифференциальных уравне-

ний с переменными коэффициентами, что более 

точно отражает физическую сущность, то полу-

чим достаточно широкий диапазон скоростей 

шести областей динамической неустойчивости на 

рис. 10 и ровно столько же на рис. 11. Итого име-

ем 12 зон параметрического резонанса. 

Исследовался условный, обобщенный, од-

ноосный электровоз ЭП2К. За пределами анализа 

остались галопирование кузова и тележек. Если 

полагать, что для первой и второй тележек эти 

движения идентичны, то к уже найденным кри-

тическим скоростям еще добавится десять новых 

значений. 

 
Заключение 

Речь идет о простых параметрических ре-

зонансах, однако известно о существовании ком-

бинационных параметрических резонансах раз-

ностного или суммарного типов, возникающих в 

механических системах с числом степеней свобо-

ды больше двух. В некотором смысле они напо-

минают «внутренние» резонансы, вообще говоря, 

силы трения в системе больше, тем они шире. 

Таким образом, в консервативных системах ком-

бинационные резонансы не могут возникать. Ме-

тодика их оценки пока для железнодорожного 

транспорта не разработана. 

Установлена необходимость нормирова-

ния неравноупругости железнодорожного пути 

подобно тому, как это делается для геометриче-

ских неровностей на поверхности катания рель-

сов (как известно, нормируется градиент неров-

ности, его нетрудно измерить физически). Для 

неравноупругости железнодорожного пути по-

ступить так нельзя, необходима разработка ме-

тодики ее нормирования. 

Укажем на наличие соответствующих ра-

бот для железнодорожного транспорта [7–21, 

23–25]. Но общая методика анализа параметри-

ческих колебаний на железнодорожном транс-

порте до настоящего времени не создана, так 

как высшая математика не предлагает нам ре-

гулярного рецепта интегрирования таких слож-

ных уравнений. Все что на сегодняшний день 

мы имеем, это частные методики и применение 

приближенных или численных методов реше-

ния, которые до настоящего времени не могут 

определить все известные свойства уравнения 

Хилла в неоднородном случае.  

Последняя известная авторам публикация 

на рассматриваемую тему представлена в 

2017 г [25]. 
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