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Резюме 

В теории электрических машин наметилась тенденция к применению строгих в математическом смысле методов приве-

дения периодических систем к системам уравнений с постоянными коэффициентами. В статье на основе модифициро-

ванного метода приведения систем с периодическими коэффициентами к системам с постоянными коэффициентами 

предложен численно-аналитический метод построения упрощенных математических моделей многофазных вентильных 

машин. Численно-аналитические расчеты, проводимые с помощью данного метода, учитывают нестационарные свой-

ства периодических систем уравнений вентильной машины и справедливы при анализе электромеханических процессов 

в широком диапазоне изменения частот вращения ротора. Если известны алгоритм работы ключей и топология схем 

замещения, то для каждой схемы замещения можно составить систему дифференциальных уравнений минимального 

порядка (по числу проводящих вентилей) и затем решать ее до того момента времени, пока состояние одного из венти-

лей схемы не изменится. «Сливание» решений дифференциальных уравнений, соответствующих различным межкомму-

тационным интервалам, осуществляется обычным методом припасовывания. Такой подход получил название метода 

переменной структуры и применяется при исследовании нормальных эксплуатационных режимов работы вентильного 

синхронного генератора, когда последовательность образования схем замещения заранее определена из предшествую-

щих результатов натурного эксперимента, либо путем математического моделирования на электронно-вычислительной 

машине с помощью универсальных математических моделей. Предлагаемый метод рекомендуется применять, напри-

мер, при анализе и синтезе регуляторов напряжения, а также для сравнения полученных результатов с результатами 

численных экспериментов на основе моделирующих программ более высокого уровня. 
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Abstract 

In the theory of electrical machines, there has been a tendency to use mathematically rigorous methods for reducing periodic 

systems to systems of equations with constant coefficients. Based on a modified method for reducing systems with periodic coef-

ficients to those with constant coefficients, a numerical-analytical method for constructing simplified mathematical models of 

multiphase valve machines is proposed. Numerical-analytical calculations carried out using this method take into account the 

non-stationary properties of periodic systems of valve machine equations and are valid when analyzing electromechanical pro-

cesses in a wide range of rotor speeds. With the algorithm of the keys and the topology of the equivalent circuits known, for each 

equivalent circuit it is possible to compose a system of differential equations of the minimum order (according to the number of 

conductive valves) and then solve it until the state of one of the circuit’s valves changes. The "merging" of solutions of differen-

tial equations corresponding to different switching intervals is carried out by the usual method of fitting. This approach is called 

the variable structure method and is used in the study of normal operating modes of operation of a valve synchronous generator, 

when the sequence of formation of equivalent circuits is predetermined from the previous results of a full-scale experiment, or by 



ОРИГИНАЛЬНАЯ СТАТЬЯ 
 

 

2022. № 3 (75). С. 29–37 Современные технологии. Системный анализ. Моделирование 

30 © А.В. Данеев, Р.А. Данеев, В.Н. Сизых, А.П. Хоменко, 2022 

mathematical modeling on a computer using universal mathematical models. The proposed method is recommended to be used, 

for example, in the analysis and synthesis of voltage regulators, as well as for comparing the results obtained with the results of 

numerical experiments based on higher-level modeling programs. 
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Введение 

В настоящее время все больше внимания 

уделяется решению задач математического моде-

лирования синхронных машин (CM). При этом 

возникают вопросы, связанные с выбором рацио-

нальных форм представления моделей и реко-

мендациями по их практическому применению 

для исследования различных режимов работы 

СМ. В известной литературе эти вопросы, как 

правило, рассматриваются недостаточно полно. 

То же самое можно отнести к расчету вентиль-

ных синхронных машин (ВМ). 

Анализ переходных процессов в ВМ мо-

жет быть выполнен по математическим моде-

лям (ММ), полученным в различных системах 

координат. Такие модели могут быть составле-

ны на основе уравнений с периодическими ко-

эффициентами, записанных относительно 

мгновенных значений переменных. Непреобра-

зованные уравнения позволяют достаточно 

просто учесть все виды несимметрии фаз и 

нагрузки. Кроме того, увеличение числа фаз (а, 

следовательно, и числа дифференциальных 

уравнений) не усложняет расчет электромаг-

нитных переходных процессов на электронно-

вычислительных машинах (ЭВМ). 

Следует отметить, что решение периоди-

ческих систем на ЭВМ приводит к большим 

затратам машинного времени. Поэтому на 

практике применяют различные методы преоб-

разования координат, позволяющие избавиться 

от периодических коэффициентов. 

При моделировании многофазных СМ 

наибольшее распространение получило преоб-

разование к вращающимся осям d, q, 0. Однако, 

если для трехфазных СМ переход к системе с 

постоянными коэффициентами не вызывает 

существенных затруднений, то иначе дело об-

стоит с приведением исходных уравнений ше-

стифазной СМ. 

Известен подход, что на основе матрицы 

симметричных составляющих получены обоб-

щенные на случай многофазной СМ линейные 

преобразования [1, 2]. При этом для обмотки СМ 

с четным числом фаз элементы матрицы преоб-

разования являются мнимыми величинами. 

В то же время существует вещественное 

преобразование к системе уравнений с посто-

янными коэффициентами за счет приведения 

соответствующих фаз статорной обмотки СМ к 

различным координатным осям (d, q и 2, 2). 

Таким образом, отсутствие единого подхо-

да к математическому описанию шестифазной 

СМ уравнениями с постоянными коэффициента-

ми приводит к необходимости разработки новых 

методов математического моделирования СМ. 

В настоящее время в теории электрических 

машин наметилась тенденция к применению 

строгих в математическом смысле методов при-

ведения периодических систем к системам урав-

нений с постоянными коэффициентами [1, 2]. В 

работе [3] был предложен модифицированный 

метод приведения и получены матрица постоян-

ных коэффициентов В и матрица преобразования 

V(t) в замкнутой аналитической форме: 

  ,
1

0

 
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или с учетом первых двух слагаемых в матрич-

ном ряде Тейлора: 

     ,

0

 

t

dBAEtV   (3) 

где A(t) – матрица периодических коэффициентов. 
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Постановка задачи 

На основе полученных в работах [4, 5] 

уравнений состояния вентильного магнито-

электрического генератора (МЭГ) с однополу-

периодными и мостовыми схемами выпрямле-

ния покажем возможность применения данного 

метода к разработке упрощенных математиче-

ских моделей. 

Главное допущение при составлении 

упрощенных ММ вентильного МЭГ – представ-

ление вентилей идеальными ключами [6]. При 

этом расчет переходных процессов сводится к 

последовательному анализу ряда линейных схем 

замещения ВМ. 

Если известны алгоритм работы ключей и 

топология схем замещения, то для каждой схе-

мы замещения можно составить систему диффе-

ренциальных уравнений минимального порядка 

(по числу проводящих вентилей) и затем решать 

ее до того момента времени, пока состояние од-

ного из вентилей схемы не изменится. «Слива-

ние» решений дифференциальных уравнений, 

соответствующих различным межкоммутацион-

ным интервалам, осуществляется обычным ме-

тодом припасовывания [7, 8]. Такой подход по-

лучил название метода переменной структуры 

[6–8] и применяется при исследовании нормаль-

ных эксплуатационных режимов работы вен-

тильного синхронного генератора (ВГ), когда 

последовательность образования схем замеще-

ния заранее определена из предшествующих 

результатов натурного эксперимента, либо пу-

тем математического моделирования на ЭВМ с 

помощью универсальных ММ. 

 
Квазианалитический метод построения 

упрощенных математических моделей 

вентильных синхронных машин 

Нормальные режимы работы вентильного 

МЭГ характеризуются определенной повторяе-

мостью схем замещения. Так, для нулевых схем 

замещения (без уравнительного реактора) нор-

мальным является режим проводимости двух 

или одного вентилей (режим 2-1), для мостовых 

схем выпрямления – режим 3-2. Поэтому при 

нормальной работе ВМ выделим некоторый ин-

тервал повторяемости, равный периоду пульса-

ций напряжения: 

,
П

П
N

T
  

где NП = KВm – число пульсаций за период пе-

ременного тока, 

 










;явыпрямленисхемнулевыхдля,1

...,2,1,12

,явыпрямленисхеммостовыхдля,2

ppmK В
, 

где m – число фаз ВГ. 

В свою очередь период пульсаций λП мо-

жет состоять из двух подынтервалов непрерыв-

ности: коммутационного и межкоммутационного. 

Разделим основной период [0, Т] на NП 

интервалов (tk – 1, tk), k = 1, 2,…, NП, т. е. 

,
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С учетом свойства линейности интеграла 

формула (1) запишется в виде: 

,
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По аналогии с (4) разобьем интервал вре-

мени [tk–1, tk] на n подынтервалов. Выражение (3) 

приводится к рекуррентному соотношению сле-

дующего вида: 

   

njVVEV

ttBdAVV

Пk

jjk

t

t

jj

j

j
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,

0
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или 

   ,

0

11    dBdtAVV

jT

kjjj      (5) 

где 
n

T
ttT k

jjj  1  – шаг дискретности вы-

числений матрицы преобразования на k-ом ин-

тервале непрерывности. 

Пусть исходная периодическая система  

  UitA
dt

di
  

с помощью подстановки 

i = V(t)y 

приводится к виду 

,uyB
dt

di
    (6) 
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где y – вектор переменных состояния системы 

(6); U – вектор возмущения исходной систе-

мы; u = V–1(t)U – вектор возмущений преобра-

зованной системы (6); B = V–1(t)∙A(t)∙V(t) – 

матрица постоянных коэффициентов. 

Тогда из уравнений (4) и (5) следует про-

стой способ описания работы ВГ: 

1. Аналитическим путем вычисляем мат-

рицу постоянных коэффициентов Bk и матрицу 

преобразования Vj на k-ом интервале повторяе-

мости по формулам (4) и (5). 

2. По формуле: 

jjjjjk

j
UVuuyB

dt

dy
1,   

при начальных условиях yk(0) = yk–1(tk–1) с ша-

гом интегрирования Tj находим вектор преоб-

разованных переменных состояния yk. 

3. По соотношению ik = Vkyk вычисляем 

переменные состояния исходной системы диф-

ференциальных уравнений с периодическими 

коэффициентами [3]. 

Описанная процедура вычислений соот-

ветствует случаю, когда переключение с одного 

вентиля на другой происходит мгновенно. 

Рассмотрим случай простой коммутации, 

соответствующий нормальному квазиустано-

вившемуся режиму работы ВГ. 

Основной период [0, Т] разделим на 2NП че-

редующихся коммутационных и межкоммутаци-

онных подынтервалов непрерывности (рис.), т. е. 
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 – k-ый коммутацион-
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приращение угла управления вентилями на k-ом 

интервале; 
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где  – угловая частота. 

С учетом принятого разделения формула 

(1) принимает вид 
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постоянных коэффициентов в k-ый подынтер-

вал коммутации; 
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– матрица постоянных коэффициентов в k-ый 

межкоммутационный подынтервал. 

При дальнейшем уменьшении сопротив-

ления нагрузки вентили проводят группами по 4 

(k = 60). Данный режим проводимости венти-

лей сохраняется до возникновения аварийных 

режимов. 

 

 
Напряжение на выходе выпрямителя и ток 

вентилей, поясняющие процессы коммутации 

Rectifier output voltage and valve current 

explaining switching processes 

 

Матрица преобразований (3) для череду-

ющихся подынтервалов может быть представ-

лена в виде 
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    ;;,;, )2*()1*(*)2()1()2*()1()2*(

1

)1*(

kkkkkkkkk tttTTtTtt  

)1*(

kt  – верхний переменный предел интегриро-

вания для k-го коммутационного подынтервала 

непрерывности; 
)2*(

kt  – верхний переменный 

предел интегрирования для k-го межкоммута-

ционного подынтервала непрерывности. 

Из уравнений (7), (8) вытекает следую-

щий способ описания работы ВГ в случае про-

стой коммутации: 

1. Определяем аналитическим путем мат-

рицу постоянных коэффициентов и матрицу 

преобразования в коммутационный подынтер-

вал  )1(,0 kT  по формулам: 
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Формулу, определяющую решение диф-

ференциальных уравнений (6) с постоянными 

коэффициентами в форме Коши, представим в 

виде: 
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и найдем ее аналитическое решение на интер-

вале времени  ., )1()2*(

1 kk Tt   

2. Аналогичным образом осуществляется 

процесс вычислений для k-го межкоммутаци-

онного интервала  :, )2()1(
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3. Последнее матричное уравнение при 
)2()2*(

kk Tt   позволяет путем моделирования на 

ЭВМ системы трансцендентных уравнений 

определить угол коммутации k на k-ом интер-

вале непрерывности схем замещения ВГ. 

После выяснения связи между значениями 

переменных в начале и в конце интервала по-

вторяемости формируется краевая задача, кото-

рая решается на ЭВМ обычными итерационны-

ми методами. 

Таким образом, процедура определения 

вектора состояния исходной периодической 

системы уравнений ВГ позволяет составить 

квазианалитический алгоритм решения систе-

мы дифференциальных уравнений с перемен-

ной структурой во всем временном интервале, 

так как схемы замещения через период работы 

в нормальном эксплуатационном режиме по-

вторяются. 

Вектор состояния исходной системы 

уравнений ВГ определяется по формулам: 
)1()1()1(

kkk yVi  ; 
)2()2()2(

kkk yVi  . 

Вектор мгновенных значений выпрям-

ленного напряжения при активно-индуктивной 

нагрузке генератора равен 

dt

di
LiRu k

HkHdH

)1(
)1()1(
 ; 

dt

di
LiRu k

HkHdH

)2(
)2()2(  . 

Следовательно, в предложенном квазиа-

налитическом методе построения упрощенных 

ММ при учете простой коммутации вентилей 

исходная нелинейная система уравнений ВМ на 

интервалах повторяемости схем замещения 

рассматривается как совокупность линейных 

периодических систем уравнений с неизвест-

ными заранее граничными условиями. Приме-

нение метода приведения [3] позволяет преоб-

разовать системы уравнений с периодическими 

коэффициентами к системам уравнений с по-

стоянной матрицей коэффициентов при любом 

режиме работы ВГ. Цель такого преобразова-

ния заключается в том, что дифференциальные 

уравнения с постоянной матрицей коэффици-

ентов при векторе состояния поддаются анали-

тическому решению и позволяют сформулиро-

вать краевую задачу для определения неизвест-

ных граничных условий. Из трансцендентных 

уравнений, полученных в результате аналити-

ческого решения преобразованной системы 

уравнений ВГ, с использованием ЭВМ опреде-
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ляются углы коммутации вентилей в заданном 

временном интервале. 

Достоинством предлагаемого квазианали-

тического метода является то, что полученные 

выражения (4), (5) или (7), (8), в отличие от ме-

тода Еругина – Бреуса [2], в котором аналитиче-

ские выражения для матриц V(t) и В зависят от 

сходимости степенных рядов относительно ве-

личины 1/, справедливы при любых значениях 

угловых скоростей , не равных нулю. 

Очевидным недостатком метода стано-

вится сильно возрастающая сложность и объем 

вычислений для отличных от нормальных экс-

плуатационных режимов работы ВГ. Поэтому 

при анализе, например, аварийных режимов 

более предпочтительным является использова-

ние универсальных ММ [4, 5]. 

Применение квазианалитического метода 

к решению задачи математического моделиро-

вания для случая мгновенной коммутации вен-

тилей покажем на примере трехфазного МЭГ. 

Пример. Уравнения МЭГ, работающего 

на нулевую схему выпрямления, имеют вид [4]: 

  ,VMV
T

H
VT

H uei
dt

dL
KKRR

dt

di
KKLL 










где R, L – матрицы параметров фаз генератора; 

RН, LН – параметры нагрузки; iV, uV – векторы 

токов и напряжений вентилей; K = [11…1]T – 

фундаментальная матрица контуров; eM – век-

тор гармонических ЭДС источника (постоянно-

го магнита). 

При представлении вентиля идеальным 

ключом: 

– для вентиля, проводящего ток, uV = 0, а 

ток через него определяется токами и напряже-

ниями во всех других элементах схемы; 

– для вентиля, не проводящего ток, iV = 0, 

а напряжение на нем определяется напряжени-

ями и токами во всех других элементах схемы 

ВГ, т. е. 

 

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
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Для m = 3 .
3

2
KT  Тогда при мгновен-

ной коммутации вентилей достаточно выделить 

три интервала постоянства схем замещения ВГ. 
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1 – текущее время. 

Для интервала 
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для интервала 
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Здесь Ak() – матрица (в данном случае скаляр), 

составленная из ненулевых элементов исход-

ной матрицы периодических коэффициентов 
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1
 на k-ом 

интервале постоянства схем замещения. 

Вырождающиеся в скаляры матрица по-

стоянных коэффициентов и матрицы преобра-

зования, вычисленные аналитически по фор-

мулам (4) и (5) для различных интервалов по-

вторяемости, имеют вид: 
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На интервале повторяемости 
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На интервале 
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Здесь, как и в (5), Тj – шаг численного интегри-

рования, j=1, 2, …, n; Vk = Vn. 

Таким образом, порядок расчета трех-

фазного вентильного МЭГ при мгновенной 

коммутации сводится к следующему: 

1. Вычисляются матрицы Bk, Vk, k = 1, 2, 3. 

2. Решается на ЭВМ при k = 1 дифферен-

циальное уравнение  tUVyB
dt

dy
1

1

111
1   с ша-

гом численного интегрирования Тj; при началь-

ных условиях y1(0) = y0. 

3. Находится значение тока исходного 

уравнения: 

i1 = V1y1. 

4. Определяется напряжение на R-L 

нагрузке 

.1
1

1
iR

dt

di
Lu HHН   

5. Пункты 2–4 повторяются для k = 2, 3 

при начальных условиях 
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Через период процедура вычислений повторяется. 

Длина шага интегрирования Тj внутри ин-

тервала непрерывности может быть выбрана 

достаточно большой. Если длина шага совпадает 

с интервалом неизменного состава открытых 

вентилей (j = k), то рекуррентное соотношение 

(5) становится разностным уравнением, которое, 

как и в случае простой коммутации вентилей, 

решается аналитически. 

 
Заключение 

На основе модифицированного метода 

приведения систем с периодическими коэффи-

циентами к системам с постоянными коэффи-

циентами предложен численно-аналитический 

метод построения упрощенных ММ многофаз-

ных ВМ. Численно-аналитические расчеты, 

проводимые с помощью данного метода, учи-

тывают нестационарные свойства периодиче-

ских систем уравнений ВМ и справедливы при 

анализе электромеханических процессов в ши-

роком диапазоне изменения частот вращения 

ротора. Предлагаемый метод рекомендуется 

применять, например, при анализе и синтезе 

регуляторов напряжения, а также для сравне-

ния полученных результатов с результатами 

численных экспериментов на основе модели-

рующих программ более высокого уровня. 

Ряд близких и смежных вопросов моде-

лирования объектов такой физической природы 

рассмотрен в работах [6–18]. 
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